Kinematika tacke

1. Tacka se krece brzinom konstantnog intenziteta vy po jednoj od tri koordinatne ravni
cilindriénih koordinata, pri ¢emu je odnos projekcija brzine koje se menjaju pri kretanju
konstantan. Naci trajektorije i konac¢ne jednacine kretanja u sva tri slucaja.

2. Tacka se krece po konusu # = « tako da sece sve njegove izvodnice pod uglom . Naéi
trajektoriju, konac¢ne jednacine kretanja i vreme za koje ¢e tacka dospeti do vrha konusa,
ako je u pocetnom trenutku bilo r = ry i ¢ = 0. Tacka se kre¢e ka vrhu konusa brzinom
konstantnog intenziteta.

3. Nadi jednacinu trajektorije putnika koji se po severnoj polulopti Zemljine kugle kreée
uvek prema severoistoku.

4. Tacka se kreée po lemniskati, ¢ija je jedna¢ina u polarnim koordinatama p? = ¢ cos 2¢,
brzinom konstantnog intenziteta v. Naci njenu sektorsku brzinu u funkciji potega p.

5. Tacka se kreée po kardioidi, ¢ija je jednacina p = 2R(1 — cos ¢), sektorskom brzinom
konstantnog intanziteta S. Odrediti brzinu i ubrzanje u tacki odredenoj polarnim uglom
®.

6. Kretanje je definisano jednac¢inama
T+ 2y = —Rsint Yy —2x = Rcost

gde je R data konstanta. Naci konacne jednacine kretanja, ako je x = y = 0 za t = 0.
Pokazati da se jednacina putanje moze napisati u obliku p’ = R|2cos¢’ — 1| u polarnim
koordinatama u sistemu 2’ =z + R, v = y.

7. Tacka se krece po krugu poluprecnika R, tako da je uvek intenzitet tangencijalnog
ubrzanja jednak intenzitetu normalnog ubrzanja. Naci zakon promene brzine sa vremenom,
ako je u pocetnom trenutku intenzitet brzine imao vrednost vg.



Dinamika tacke — slobodno kretanje

1. Materijalna tacka mase m bacena je sa visine H. Naci trajektoriju tacke ako je njena
pocetna brzina ¥(0) = vg€,, a sila otpora sredine ima oblik F = —k7, gde je k pozitivna
konstanta. Smatrati da se promena gravitacionog ubrzanja sa visinom moze zanemariti.
Iz dobijene jednacine naci jednacinu trajektorije u slucaju kada nema otpora sredine, tj.
kada k£ — 0.

2. Na visini H iznad Zemljine povrsine tacki mase m saopStava se pocetna brzina v,
usmerena vertikalno nanize. Nac¢i brzinu tacke na visini A, ako na nju deluje sila otpora
sredine intenziteta F* = 3v?, a gravitaciono ubrzanje se menja po zakonu g(z) = gR?/(R+
2)2, gde je R-radijus Zemlje, z-rastojanje od povrsine Zemlje, g-gravitaciono ubrzanje na
povrsini Zemlje, a f-pozitivna konstanta.) ReSenje izraziti preko integrala

H
R
] = v —25z/md
/h (z+R2° ‘

3. Na materijalnu tacku mase m koja se nalazi u homogenom polju Zemljine teze deluje i
sila oblika

F=uxA |
gde je ¥ brzina cestice, a A je konstantan vektor, normalan na silu Zemljine teze A = wmé,.
Naéi konacne jednacine kretanja, ako je u pocetnom trenutku 7(0) = 7o = (o, Yo, 20) 1
v(0) = vo=(Z0, Yo, Z0)-
4. U uslovima prethodnog zadatka, Cestici koja se nalazi na povrsini Zemlje saopsStava se
brzina v = vg€,. Nac¢i maksimalnu visinu do koje ¢e se cestica popeti.

5. Za kos hitac, pocetne brzine vy i elevacionog ugla «, u homogenom polju Zemljine
teze, uz prisustvo sile trenja proporcionalne trenutnoj brzini kretanja (sa koeficijentom
proporcionalnosti —kmg, gde je m masa Cestice)

a) na¢i maksimalnu visinu penjanja i vreme za koje se ona dostize;

b) pokazati da domet D zadovoljava jednac¢inu

kvOSlna+1D+iln 1 kgD _0
kvg cos k2g Vg COS (¢

6. Materijalna tacka mase m krece se u sredini ¢iji je otpor proporcionalan kvadratu brzine.
Naéi brzinu i predeni put u funkciji vremena. Kolika je brzina tela u trenutku kada je ono
preslo put s? Pocetna brzina je vg; ne deluju nikakve druge sile.

7. Ispitati kretanje tacke mase m, koja slobodno pada (bez pocetne brzine) u sredini ¢iji
je otpor proporcionalan tezini tela i kvadratu brzine. Naéi grani¢nu vrednost brzine tela
pri ovim uslovima.

8. Teska tacka mase m bacena je vertikalno uvis pocetnom brzinom wvy. Na nju deluje,
pored konstantne sile teze, jos i otpor vazduha proporcionalan njenoj tezini i kvadratu
brzine. Posle kog vremena ¢e ona dosti¢i svoj najvisi polozaj?

2



9. Odrediti vreme posle koga c¢e teska tacka mase m, bacena vertikalno uvis pocetnom
brzinom vy, ponovo da padne, kao i njenu brzinu u tom trenutku, ako se kretanje vrsi pod
uticajem Zemljine teze u sredini ¢iji je otpor proporcionalan tezini tela i kvadratu brzine.

10. Zanemarujuéi otpor atmosfere i uticaj rotacije Zemlje i Meseca, odrediti brzinu kojom
treba baciti telo sa Zemlje u pravcu Meseca, da bi se ono zaustavilo u ravnotezi izmedu
Zemlje i Meseca. Poznato je da je masa Zemlje 81 put ve¢a od mase Meseca, a rastojanje
Zemlja—Mesec iznosi 60 Zemljnih radijusa.

11. Na tacku mase m deluju privlacne sile iz n nepokretnih centara. Sve sile su propor-
cionalne rastojanju od odgovarajuceg centra, ali su koeficijenti proporcionalnosti razliciti
i iznose mk; za silu iz i—tog centra. Svi centri i tacka koju posmatramo su u istoj ravni
(Ozy). Zanemarujuéi uticaj Zemljine teze, nadi trajektoriju tacke, ako je u pocetnom
trenutku ona bila u (xg, yp) i imala pocetnu brzinu intenziteta vy u pravcu y—ose.

12. Na tacku mase m deluju dve privlacne sile, proporcionalne rastojanjima od korespon-
dentnih centara sile; konstanta proporcionalnosti je ista u oba slucaja i iznosi km. Prvi
centar je nepokretan i nalazi se u koordinatnom pocetku, dok se drugi kreée po x—osi,
tako da je xo = 2(a + bt). Naéi trajektoriju posmatrane materijalne tacke, ako je ona u
pocetnom trenutku bila u Oy ravni u tacki (a,a) i imala komponente brzine & = 2 = b,
y = 0.



Lagranzeve jednacine

1. Kuglica mase m nalazi se unutar cevi zanemarljive mase koja u horizontalnoj ravni rotira
konstantnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose. Kuglica je zakacena za nepokretnu
tacku na osi rotacije oprugom konstante elasticnosti k£ i nominalne duzine ly. Napisati
Lagranzevu jednacinu kretanja i resiti je.

2. Cestica se kreée po cikloidi
x=a(p+sing) y =a(l —cosyp)

u homogenom polju Zemljine teze. Sastaviti Lagranzeve jednacine uzimajuc¢i za generali-
sanu koordinatu duzinu luka. Pokazati da vaze osobine:
a) izohronosti, tj. da period oscilacija ne zavisi od amplitude;
b) tautohronosti, koja se sastoji u tome da cestice iz bilo kojeg pocetnog polozaja za
isto vreme stize u najnizu tacku, ako je pocetna brzina bila jednaka nuli.

3. Materijalna tacka mase m krece se po povrsini glatke sfere poluprecnika R, pri ¢emu
na nju osim homogene sile gravitacije deluje i sila otpora sredine, proporcionalna brzini
cestice sa koeficijentom proporcionalnosti ym. Sastaviti Lagranzeve jednacine.

4. Teska tacka mase m vezana je za tanku glatku Sipku zanemarljive mase i duzine a,
tako da moze da klizi duz nje bez trenja. Sipka je jednim svojim krajem uévrséena za
vertikalnu osovinu, tako da sa njom obrazuje konstantan ugao « i rotira oko nje ugaonom
brzinom w(t). Odrediti funkciju w(t) ako je poznato da se tacka krece duz sipke po zakonu
r = k(t+3)?, gde su k i 8 konstante. Koliki ugao rotacije opise sipka od pocetka kretanja
do trenutka kada teska tacka sleti sa nje? Trenje u leziStu osovine zanemariti.

5. Teska tacka mase m krece se po povrsini glatkog kruznog konusa sa vertikalnom osom
i vrthom okrenutim nagore. Ugao izmedu ose konusa i izvodnice je a. Tacka je zakacena za
elasti¢nu oprugu ¢iji je drugi kraj uc¢vrséen u vrhu konusa. Konstanta elasti¢nosti opruge
je k, a duzina u neistegnutom stanju /. Na tacku deluje i sila otpora sredine proporcionalna
brzini cestice sa koeficijentom proporcionalnosti ym. U pocetnom trenutku opruga je bila
neistegnuta, a tacki je saopStena pocetna brzina vy u horizontalnom pravcu. Sastaviti
diferencijalnu jednacinu koja opisuje zavisnost duzine opruge od vremena pri kretanju
posmatrane tacke.

6. Pokazati da je oblik Lagranzevih jednacina za slobodne sisteme i sisteme sa holonomnim
i zadrzavajué¢im vezama invarijantan u odnosu na punktualne transformacije. Punktualne
transformacije su transformacije generalisanih koordinata oblika

G = filqr, t);i,k=1,2,...n

koje prevode tacke (g1, - - -, gn) iz prvobitnog konfiguracionog prostora u odgovarajuce tacke
(@1, +,Gn) u novom konfiguracionom prostoru, pri ¢emu je Jakobijan
8(617 o '7@71)

s, ran)
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7. Pokazati neposrednim proverom da se kod idealnih i holonomnih sistema cestica difer-
encijalne jednacine kretanja u nezavisnim generalisanim koordinatama mogu napisati i u

obliku .

oT oT

— —2— = o 0':1,"',’” )

o 04s <
gde je T kineticka energija sistema, g, nezavisne generalisane koordinate, a (), generalisane
sile.
8. Ispitati kretanje tacke mase m, koja klizi po glatkoj zici poluprecnika a, koja se obrce
u horizontalnoj ravni konstantnom ugaonom brzinom w oko jedne svoje tacke.

9. Cestica mase m moze da se kreée po glatkoj kruznoj zici polupreénika a, koja lezi u
horizontalnoj ravni. Na ¢esticu deluje privla¢na sila upravljena ka jednoj nepokretnoj tacki
na rastojanju s od centra kruga (s > a), proporcionalna rastojanju od te tacke (konstanta
proporcionalnosti k). Pokazati da kretanje ima isti karakter kao i kretanje matematickog
klatna.

10. Glatka zica je savijena u obliku zavojnice, ¢ije jednacine u cilindriénim koordinatama
imaju oblik p = b, z = ap. U koordinatnom pocetku se nalazi centar privlacne sile
proporcionalne rastojanju od njega (konstanta proporcionalnosti km). Naci diferencijalnu
jednac¢inu kretanja tacke mase m, vezane za ovu zicu. Ako je u pocetnom trenutku z = h,
a brzina jednaka nuli, naci i konacne jednacine kretanja.

11. Teska tacka mase m; kreée se po glatkoj sferi radijusa R, a teska tacka mase ms po
vertikali. Tacke su povezane nerastegljivim koncem duzine [ zanemarljive mase, koji je
provucen kroz mali otvor na najvisoj tacki sfere, kao sto je pokazano na slici. Sastaviti
Lagranzeve jednacine.

12. Pretpostaviti da u prethodnom zadatku masa konca nije zanemarljiva i da iznosi M,
pri ¢emu je masa homogeno raspodeljena po duzini konca. Sastaviti Lagranzevu funkciju
i jednacine.




Male oscilacije

1. Cestica mase m i naelektrisanja ¢ kreée se po kruznici radijusa R, koja lezi u ver-
tikalnoj ravni u homogenom polju Zemljine teze. U najnizoj tacki kruznice ucvrséeno je
nelektrisanje ¢q. Naci polozaje ravnoteze i frekvencu malih oscilacija cestice.

2. Nagéi frekvencu malih oscilacija sfernog klatna (¢estica mase m obesena o konac duzine
[), pri kojim ugao otklona konca od vertikale 6 osciluje u blizini vrednosti 6.

3. O donji kraj opruge ¢ija je konstanta elasticnosti k1 i duzina u nedeformisanom stanju
a1, a gornji kraj uc¢vrséen, obeSena je mala kuglica mase m. Za ovu kuglicu je uc¢vrséena
opruga konstante elasti¢nosti ko i duzine u nedeformisanom stanju as za ¢iji je donji kraj
obesena kuglica mase mo. Ceo ovaj sistem moze da osciluje duz vertikale u homogenom
polju Zemljine teze. Naci normalne frekvence sistema. Specijalno za slu¢aj m; = mgo i
k1 = ko odrediti i normalne koordinate sistema.

4. Linearni model troatomskog molekula moze biti predstavljen kao sistem tri tackaste
mase my, mo i m3 koje mogu da se krecu duz glatke horizontalne osovine, a povezane su
oprugama cije su konstante elasticnosti k; i k2. ReSiti problem malih oscilacija takvog
sistema u slucaju k1 = ko = k, m; = m3z = m, mg = nm.

5. Na telo mase M koje moze da se krec¢e po glatkoj horizontalnoj pravoj, obeseno je
dvostruko matematicko klatno, pri ¢emu je my = mg = M /2, l; =I5 = . Resiti problem
malih oscilacija.

6. Cestica mase m pod delovanjem konzervativne sile osciluje duz x—ose izmedu x; i zs.

1/2
a) Pokazati da je period oscilovanja 7 jednak 7 = 2 f;f (W) gde je U(x)
potencijalna energija.
b) Specijalno, ako je U(z) = $mwf(z?—bz*), pokazati da je period oscilacija amplitude

a jednak 7 = %ffa (a2_m2)1/2[1d_mb(a2+x2)]1/2. Ako je b mali parametar, pokazati da je
za male amplitude a period jednak 7 = (27 /wp)(1 + 3ba?/4).
c¢) Na osnovu dela pod b) proceniti relativnu gesku koja se ¢ini ako se period oscilacija

matematickog klatna amplitude 30° racuna po formuli za male oscilacije.
Centralno kretanje

1. Materijalna tacka mase m nalazi se u polju odbojne centralne sile ¢iji je intenzitet
obrnuto proporcionalan tre¢em stepenu rastojanja od jednog nepokretnog centra sile, sa
koeficijentom proporcionalnosti k?m. U poéetnom trenutku se posmatrana tacka nalazila
na rastojanju a od centra sile i imala pocetnu brzinu vg normalnu na pocetni radijus vektor.
Naci konacne jednacine kretanja ove tacke i na osnovu njih odrediti

a) posle koliko vremena t, od pocetka kretanja ¢ée intenzitet ubrzanja posmatrane

tacke pasti na n—ti deo (n > 1) svoje pocetne vrednosti,

b) gde ¢e se u tom trenutku nalaziti posmatrana tacka.

2. Za privlacnu centralnu silu —’i—?@ skicirati funkciju efektivnog potencijala i na osnovu
energetskih dijagrama diskutovati dozvoljene oblasti kretanja.
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3. Materijalna tacka mase m krece se pod dejstvom centralne sile koja zavisi samo od
rastojanja, tako da je brzina tacke uvek obrnuto proporcionalna rastojanju tacke od pola
sile, v = k/r (k- konstanta). Odrediti putanju tacke i funkciju sile.

4. Kruzna orbita moguca je za svaku privla¢nu centralnu silu, ali sve centralne sile ne daju
i stabilnu kruznu orbitu. Ispitati stabilnost kretanja materijalne tacke mase m i linijske
brzine vy po krugu radijusa a u polju privla¢nih centralnih sila.

5. Satelit se kre¢e oko Zemlje po kruznoj putanji radijusa 2R (R je radijus Zemlje). U
nekoj tacki putanje dolazi do promene vektora brzine, tako da on sada zaklapa ugao «
sa pravcem tangentnim na trajektoriju. Pri tom intenzitet brzine ostaje nepromenjen.
Odrediti ugao « za koji se promeni pravac vektora brzine u datoj tacki trajektorije, ako u
daljem kretanju satelit prilazi Zemlji na najmanje rastojanje R/2 od njene povrsine.

6. Materijalna tacka mase m krece se u polju privlacne centralne sile obrnuto pro-
porcionalne petom stepenu rastojanja od nepokretnog centra (sa koeficijentom propor-

cionalosti k?m). Pocetna brzina iznosi vg = %>-%, a pocetno rastojanje od centra sile
iznosi a. Ispitati u kojim granicama se moze kretati ugao « izmedu pocetnog radijus
vektora i vektora pocetne brzine, pa da posmatrano kretanje bude finitno.

7. Izracunati diferencijalni efikasni presek elasticnog rasejanja « cestice u polju Kulonovog
potencijala jezgra.

8. Odrediti efikasni presek za elasticno rasejanje ¢vrste kugle radijusa r; na nepokretnoj
¢vrstoj kugli radijusa ro.

9. Materijalna tacka bacena je sa Severnog pola, tako da je u pocetnom trenutku njena
brzina zaklapala ugao « sa horizontalom. Koliki treba da bude intenzitet pocetne brzine
vo da bi tacka pala na ekvator? Zemlju smatrati homogenom loptom mase M i radijusa
R. Pri kom uglu « energija materijalne tacke ima najmanju mogucu vrednost?

10. Pri kakvim vrednostima momenta impulsa M je moguée finitno kretanje Cestice u
centralnom polju
2.2

Ulr)y=—-Ve ™7
gde su V' i k konstante?

11. Kometa mase m krece se u gravitacionom polju zvezde S mase M (M > m), tako da
joj je u beskonacnosti brzina jednaka v.,, a najkrace rastojanje izmedu pravca brzine u
beskonacnosti i zvezde jednako je d. Naci jednacinu trajektorije komete i izracunati ugao
¥ izmedu pravca brzine u beskonac¢nosti pre nego Sto kometa naide na zvezdu i posto se
ponovo udalji u beskonacnost.

12. Izracunati parametar p i ekscentricitet € orbite veStackog satelita, ako je poznato da
je pri njegovom postavljanju na kruznu orbitu na visini h iznad povrsSine Zemlje

a) rastojanje satelita od Zemlje odstupilo od proracunatog za Ar;

b) intenzitet brzine satelita odstupio od prorac¢unatog za Av;

c¢) pravac brzine satelita odstupio od prora¢unatog za 9.



Kruto telo

1. Homogena kocka ivice a i mase m smestena je u koordinatni sistem Oxyz tako da joj se
jedno teme poklapa sa koordinatnim pocetkom O, a tri ivice sa pozitivnim koordinatnim
osama. Naci glavne momente i glavne pravce inercije.

2. Kruto telo ima oblik polusfere polupre¢nika R i nacinjeno je od homogenog materijala
gustine p. Ono moze da rotira oko jedne osovine, koja prolazi kroz centar osnove i zaklapa
ugao 7 sa pravom koja spaja centar osnove i centar mase tela. Telu je saopStena pocetna
kineticka energija Ty, ali usled trenja u drzac¢ima osovine ono se postepeno zaustavlja.
Uzimajuci da je ovo trenje takve prirode da na posmatrano telo deluje konstantan zakocni
moment L, izracunati vreme za koje ¢e se ono zaustaviti. Uticaj Zemljine teze zanemariti.

3. Merdevine duzine 2a naslonjene su jednim krajem na pod a drugim na vertikalan zid,
tako da je ugao izmedu njih i poda jednak a. Ove merdevine pocinju da klize bez pocetne
brzine, pri ¢emu donji kraj klizi po podu, a gornji po zidu. U toku kretanja merdevine
ostaju u vertikalnoj ravni, a trenje sa zidom i podom se moze zanemariti. Pokazati da se
vreme padanja moze izraziti integralom

. /EE/QL
~V3gJy Vsina—siné

Merdevine pritom smatrati homogenom Sipkom.

4. a) Nadi kineticku energiju homogenog troosnog elipsoida, koji rotira oko jedne od svojih
osa (pravac AB), pri ¢emu i ta osa rotira oko pravca C'D, normalnog na nju, koji prolazi
kroz centar elipsoida.

b) Isto kao pod a), ali u slucaju kada pravac C'D sa osom AB zaklapa ugao «, a
elipsoid je simetrican u odnosu na AB.

5. Nadi frekvencu malih oscilacija homogene polulopte, koja se nalazi na hrapavoj hori-
zontalnoj povrsini u homogenom gravitacionom polju.

6. Ispitati pomocu Lagranzevih jednacina kretanje teske simetri¢ne cigre sa nepokretnom
donjom tackom O. (Cigra je simetri¢na u odnosu na osu koja prolazi kroz tacku O i centar
mase. )

7. U prethodnom zadatku nac¢i uslov pod kojim ¢e rotacija cigre oko vertikalne ose biti
stabilna.

8. Ispitati kretanje cigre iz zadatka 6. u slucaju kada je kineticka energija njene sopstvene
rotacije mnogo veca od njene gravitacione potencijalne energije (tzv. "brza” ¢igra).

9. Primenom Ojlerovih jednacina pokazati da ¢e slobodno obrtanje ¢vrstog tela oko jedne
glavne ose inercije biti stabilno samo ako se vrsi oko ose najveéeg ili najmanjeg momenta
inercije, a inace nestabilno. Naéi period oscilovanja u slucaju stabilnog kretanja.

10. Homogeni stap moze da se krece u vertikalnoj ravni Oxy, koja rotira ugaonom brzinom
w = w(t) oko vertikalne ose Oy duz koje deluje homogeno gravitaciono polje. Sastaviti
Lagranzeve jednacine.



11. Izracunati ugaonu brzinu precesije Zemljine ose, smatrajuc¢i da se spoljasnji momenti
sila koje deluju na Zemlju mogu zanemariti, a da je Zemlja homogeni rotacioni elipsoid,
¢ija je polarna poluosa ¢ manja od ekvatorijalne poluose a, pri ¢emu je (a — ¢)/a ~ 1/300.

12. Dva jednaka kruzna diska istog poluprecnika a i iste mase M leze u vertikalnoj ravni i
dodiruju se. Njihove ivice su idealno hrapave; cilindri se nalaze jedan iznad drugog i mogu
da rotiraju bez trenja oko horizontalnih osa koje prolaze kroz njihove centre. Ovi poslednji
su spojeni homogenom Sipkom mase m i centar gornjeg diska je fiksiran. Ispitati kretanje
donjeg diska i Stapa koji ih spaja ako se gornji disk obrée konstantnim ugaonim ubrzanjem
.

13. Po unutrasnjoj povrsini Supljeg cilindra radijusa R i mase M, koji moze da rotira oko
jedne svoje horizontalne izvodnice, kotrlja se bez klizanja puni homogeni cilindar radijusa
r = R/4 iiste mase M. Resiti problem malih oscilacija oko stabilnog polozaja ravnoteze.

14. Sastaviti Hamiltonove jednacine za sistem koji se sastoji od matematickog klatna
mase m i duzine [, obeSenog o centar diska radijusa r i mase my. Disk moze da se kotrlja
bez klizanja po horizontalnoj pravoj Ox; centar diska povezan je sa nepokretnim zidom
oprugom elasti¢nosti k.



Generalisana energija, Hamiltonova funkcija,
Hamiltonove jednacine i Hamiltonov princip

1. Cestica koja se kreée u homogenom polju Zemljine teze po glatkom krugu koji se
nalazi u vertikalnoj ravni i rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko svog vertikalnog
prec¢nika naziva se Tejlorovo klatno. Formirati Lagranzevu funkciju, Lagranzevu jednacinu,
generalisanu energiju i Hamiltonovu funkciju. Ispitati da li je generalisana energija jednaka
ukupnoj mehanickoj energiji i da li je integral kretanja.

2. Sastaviti Hamiltonove jednacine za dvojno matematicko klatno.

3. Elektri¢no i magnetno polje izrazavaju se preko skalarnog ¢(7, t) i vektorskog potencijala
A(7,t) kao
0A - S

E = —gradp — o B =rotA

Pokazati da je funkcija

1 nd
L(7,v,t) = imUQ —qp+qu- A

lagranzijan slobodne cestice mase m i naelektrisanja q, koja se krec¢e u elektromagnetnom
polju odredenom potencijalima ¢ i A. Cemu su jednaki generalisani impulsi i kako izgleda
Hamiltonova funkcija?

4. Resiti problem brahistohrone za cesticu koja se krec¢e u vertikalnoj ravni u homogenom
polju Zemljine teze, tj. nadi liniju po kojoj treba da se krece Cestica da bi iz tacke A stigla
u drugu tacku B, u istoj vertikalnoj ravni, za najkrace vreme, polazeci bez pocetne brzine.
Pretpostaviti da tacke A i B ne leze na istoj vertikali, a trenje se zanemaruje.

5. Cestica se u polju potencijala U(x) = —Fz za vreme T premesti iz tacke x = 0 u tacku
x = a. Nadi zakon kretanja Cestice, pretpostavljajuéi da on ima oblik z(t) = At> + Bt +C
i birajué¢i parametre A, B i C' tako da dejstvo ima minimalnu vrednost.

6. Linearni harmonijski oscilator, mase m i frekvence w, u pocetnom trenutku nalazio
se na rastojanju z(0) = a od koordinatnog pocetka i imao je poetnu brzinu #(0) = 0.
Na¢i konacnu jednacinu kretanja, reSavanjem Lagranzeve jednacCine. Nacrtati trajektoriju
repezentacione tacke sistema u faznom i prosirenom konfiguracionom prostoru. Izrac¢unati
dejstvo duz pravog puta za vreme t = 0 do ¢t = 7/2w i dejstvo duz okolnog puta za
isto vreme, ako se duz okolnog puta tacka krec¢e konstantnom brzinom, i uporediti ta dva
dejstva.

7. Cestica mase m sa jednim stepenom slobode kreée se u polju potencijala U (x). Pokazati
da je dejstvo na okolnim putevima uvek (za proizvoljni vremenski interval) vece od dejstva
na pravom putu ako je f;[{ < 0. (Uputstvo: kona¢nu jednac¢inu kretanja, koja odgovara
okolnim putevima predstaviti u obliku Z(¢) = z(t) + «(t), gde x(t) odgovara stvarnom

putu, a U(z + «) razviti u red oko x do kvadratnih ¢lanova.)

8. Materijalna tacka mase m krece se po glatkoj sferi, ¢iji se poluprecnik menja po zakonu
R = R(t). Formirati Hamiltonovu funkciju i jednacine i ispitati da li je Hamiltonova
funkcija jednaka ukupnoj mehanickoj energiji.
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9. Sastaviti Hamiltonove jednacine za cesticu mase m, koja se kre¢e u homogenom polju
Zemljine teze po glatkoj cikloidi smestenoj u vertikalnoj ravni, okrenutoj zasvodenim delom
nadole, a koja rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose. Ispitati da li je
H jednako ukupnoj mehanickoj energiji.

10. Za sistem opisan u zadatku 10. u delu Lagranzeve jednacine sastaviti i resiti
Hamiltonove jednacine.

11. Igracka se sastoji od dve jednake loptice masa m, koje su povezane oprugom koeficijenta
elasticnosti k. Gornja loptica se preko iste takve opruge zakaci za ruku, tako da se igracka
pokrece vetikalnim pomeranjem ruke po zakonu z = zg sinwt (29 = const, w = const), pri
¢emu se i loptice i opruge krec¢u po istoj vertikali. Nominalne duzine opruga iznose [.
a) Sastaviti Lagranzeve jednacine druge vrste.
b) Formirati generalisanu energiju. Da li je ona jednaka ukupnoj mehanickoj energiji?
Da li je generalisana energija integral kretanja? Da li je ukupna mehanicka energija
integral kretanja? Obrazloziti odgovor.

c¢) Naéi kona¢ne jednacine kretanja loptica, pretpostavljajuéi da je w # \/%\/ %

12. Kuglica mase m krece se po cikloidi:
x=R(¢+sing) , y= R(l—cosq)

u homogenom gravitacionom polju § = —g€, u sredini u kojoj deluje sila otpora F* =
—km. Formirati Hamiltonovu funkciju i jednacine i naé¢i kona¢ne jednacine kretanja u
slucaju kada je g/R > k?. (Uputstvo: za generalisanu koordinatu uzeti duzinu luka.)

13. Materijalna tacka mase m moze da klizi bez trenja po lancanici z = a ch(x/a), pri
¢emu ravan x(Oz rotira oko z-ose konstantnom ugaonom brzinom w. Jedina aktivna sila
koja deluje na tacku je F= kmze,. Formirati Hamiltonovu funkciju i jednacine. Ispitati
da li je Hamiltonova funkcija jednaka ukupnoj mehanickoj energiji.

14. Jedan kraj horizontalne opruge je ucvrséen, a za drugi je zakacena materijalna tacka
mase m1. Za tacku m, zakaceno je matematicko klatno mase ms i duzine [. Ceo sistem se
nalazi u homogenom gravitacionom polju, a kretanje se vrsi u vertikalnoj ravni, pri cemu
opruga stalno ostaje horizontalna. Koeficijent elasti¢nosti opruge je k, a njena duzina u
neistegnutom stanju iznosi ly. Sastaviti Lagranzeve i Hamiltonove jednacine za ovaj sistem.

15. Sastaviti Lagrange-ve i Hamiltonove jednacine kretanja deteta koje sedi na sedistu
vrteske, koja se okrec¢e konstantnom ugaonom brzinom w. Duzina lanca kojim je sediste
vezano za konstrukciju vrteske je a, a duzina grede vrteske, koja nosi sediste, je R. Ceo sis-
tem posmatrati kao sferno klatno, ¢ija tacka oslonca kruzi konstantnom ugaonom brzinom
u horizontalnoj ravni.
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Mehanika kontinuuma

1. Dato je pomeranje
ulszQQ y UQZU3:0

a) Skicirati promenu oblika jedini¢nog kvadrata OABC' sa vremenom (O = (0,0, 0),
A=(1,0,0), B=(1,1,0), C = (0,1,0)).

b) Naéi deformisani vektor ”supstancijalnog elementa” dX 1 =dXiep 1 d)?g = dXséo,
koji se nalazio u tacki C.

2. Dato je polje brzina
vy = kxg ve =v3 =0

gde je k = const i k > 0.
a) Odrediti tenzor brzine deformacije.
b) Odrediti brzinu relativnog izduzenja deli¢a fluida dZ = dsé} i dZ = ds(€1 + 2€3).
c¢) Izracunati brzinu promene ugla izmedu deli¢a u pravcu xi-ose i deli¢a u pravcu
To-0Se.

3. Dato je polje brzine
vy = Kyexp (—kst)z vy = Koy v, =0

Naéi
a) jednacinu strujne linije koja prolazi kroz tacku (zg, yo);
b) jednac¢inu trajektorije Cestice koja se u trenutku ¢ = 0 nalazila u tacki sa koordi-
natama (xo, yo).

4. Dato je nestacionarno polje brzine

1 o T3
= ) Vg = ) U3 =
1+¢ 1+¢ 1+¢

U1

a) Naéi trajektoriju Cestice fluida koja se u trenutku ¢ = 0 nalazila u tacki sa koordi-
natama (z9, 29, 29).
b) Naéi jednacinu strujne linije kroz tacku (x

c¢) Nadi polje ubrzanja.

0 .0 .0
1a$27$3)-

5. Temperatura u dugackom tunelu je oblika
T =Ty — aexp(—x/L)sin(2wt/T)

gde su Tp,a, L i 7 konstante, pri ¢emu se koordinata = meri od ulaza u tunel. Cestica se
krec¢e u pravcu x—ose kroz tunel konstantnom brzinom wu. Nadéi brzinu promene temper-
ature koju ”oseéa” cestica (tj. koja se zapaza u sistemu reference vezanom za Cesticu).
Postupak ilustrovati graficki.

6. Data su polja brzine ¥ i temperature 7T

.36151 -+ 1'252

U=
2 2
]+ x5

, T =k(a} +a3)
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a) Odrediti brzinu u nekoliko tacaka i generalno opisati polje brzine. Kako izgledaju
izoterme?
b) Nadi ubrzanje i supstancijalni izvod temperature u tacki A(1,1).

7. Matrica koja u koordinatnom sistemu Oxyz reprezentuje tenzor napona u nekoj tacki
ima oblik

2 4 3
o=[4 0 0 | MPa
3.0 -1

a) Naci vektor napona i intenzitet normalnog napona na ravan koja prolazi kroz tu
tacku i paralelna je ravni x + 2y + 2z — 6 = 0.

b) Naéi komponentu g}, tenzora napona u istoj tacki u koordinatnom sistemu u kome
x—osa ima pravac orta €] = %(251 +2é5+€3), a y—osa ima pravac orta €, = % (e1—E2).

8. Tenzor napona reprezentovan je matricom

0 10021 —100z2
o= 100z 0 0
—100z4 0 0

Nadéi vektor napona koji deluje na ravan koja prolazi kroz tacku (1/2,/3/2,3), a tangentna
je na cilindriénu povrsinu x3 + 22 = 1 u toj tacki.

9. Tenzor napona reprezentovan je matricom

0 —Qr3 Qo
p=| —ars 0 0
1% D) 0 0

a) Nadi vektore napona koji deluju na povrsine z3 + 23 =4, 71 = 0i z; = [.
b) Naéi ukupnu silu i moment sile koji deluju na z; = I.

10. Tenzor napona neprekidne sredine dat je matricom, koja u koordinatnom sistemu
Oxyz (z—osa kolinearna sa ¢) ima oblik

—p+ pgz 0 0
0 —p+ pgz 0 ;
0 0 —p+ pgz

gde su p, pi g konstante. Odrediti vektore napona koji deluju na grani¢nu povrsinu uocene
zapremine kontinuuma oblika kvadra, ¢ije se jedno teme nalazi u koordinatnom pocetku,
a tri ivice duzina a,b i ¢ poklapaju sa koordinatnim osama z,y i z, respektivno. Naci
rezultantnu silu na strane z = 0 i y = 0 kvadra.

11. Ispitati da li matrica ¢iji su elementi

2 2 2
N11 =T9 -+ V(l'l — .362) 5 N12 = —2V£U1£E2

Noy =22 4+ v(z2 — %) | No3 = Niz =0

Y
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N33 = v(2] + 23)

moze da reprezentuje tenzor napona u sredini ¢iji se deli¢i nalaze u ravnotezi, a za-
preminskih sila nema.

12. Pri bilo kakvom kretanju fluida masa jednog deli¢a ostaje konstantna. Polazec¢i od
toga da je masa jednaka proizvodu gustine i zapremine
a) pokazati da pri infinitezimalno maloj deformaciji vazi

p(1+TrD) = po,

gde je po pocetna gustina;
b) koristeéi ¢injenicu da je T'rD mala veli¢ina pokazati da je:

p=po(l— Trﬁ).

Ovde je D tenzor deformacije.

13. Ako je polje brzine zadato sa:
U= .’171t€1 + .’172t€2,

odrediti kako se gustina menja sa vremenom, pod uslovom da u Ojlerovim promenljivim
ona zavisi samo od vremena.

14. Sud cilindri¢nog oblika poluprecnika osnove R sadrzi idealan fluid gustine p = const i
rotira oko vetikalne ose u homogenom polju Zemljine teze, konstantnom ugaonom brzinom
w. Naci raspodelu pritiska u tecnosti, kao i jednacinu slobodne povrsine te¢nosti. Odrediti
za koliko se najvise podigne nivo tecnosti u sudu koji rotira u odnosu na nivo u sudu koji
miruje.

15. U linearnom viskoznom fluidu polje brzine zadato je sa:

V1 = —T1 — T9, Vo = T2 — T, '03:0.
Za ravan Ciji je ort normale €] nadi:
a) razliku izmedu normalne komponente napona i pritiska koji bi delovao u slucaju ide-
alnog fluida,
b) intenzitet tangencijalne komponente napona.

16. Kretanje fluida koje je takvo da brzine svih deli¢a imaju isti pravac naziva se paralelni
tok. Pokazati da je u slucaju paralelnog toka u linearnom viskoznom fluidu normalna
komponenta napona koji deluje na ravni paralelne ili normalne na tok jednaka pritisku p.

17. Linearni viskozni nestisljivi fluid stacionarno protice izmedu dve beskonaé¢ne paralelne
ploce, od kojih jedna miruje, a druga se kre¢e konstantnom brzinom vy u svojoj ravni. Naci
profil brzine unutar fluida, ako je poznato da je rastojanje izmedu ploca d, da je gradijent
pritiska jednak nuli i da su zapreminske sile jednake nuli.
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18. Linearni viskozni nestisljivi fluid stacionarno protice izmedu dve beskonac¢ne paralelne
ploce, koje miruju. Pokazati da je gradijent pritiska unutar fluida konstantan i naci profil
brzine, ako je taj gradijent poznat, rastojanje izmedu ploca je 2b, koeficijent viskoznosti je
1, a zapreminske sile se mogu zanemariti.

19. Linearni viskozni nestisljivi fluid, gustine p i koeficijenta viskoznosti ¢ u homogenom
polju gravitacije stacionarno protice kroz cilindricnu cev prec¢nika d, Cija osa sa horizon-
talom zaklapa ugao 6. Smatrajuéi da se radi o paralelnom toku, kao i da brzina fluida
zavisi samo od rastojanja od ose cilindra

a) pokazati da je projekcija gradijenta pritiska na pravac ose cilindra konstanta i

b) nadi profil brzine u cevi, ako je ta projekcija poznata.

20. Dva sloja razlicitih linearnih viskoznih nestisljivih fluida proticu izmedu dve
beskonacne paralelne ploce, od kojih jedna miruje, a druga se kre¢e konstantnom brzinom
Vg u svojoj ravni. Pretpostavljajuci da se slojevi tecnosti ne mesaju, da je grani¢na ravan
izmedu njih paralelna plocama, da nema gradijenta pritiska, kao i da se zapreminske sile
mogu zanemariti, na¢i profil brzine izmedu ploca. Pretpostaviti da su gustine i koeficijenti
viskoznosti fluida poznati, a da su debljine slojeva by i bs.

21. Linearni viskozni nestisljivi fluid stacionarno protice izmedu dva beskonac¢na koaksi-
jalna cilindra, poluprec¢nika 71 i ro respektivno, usled njihove rotacije oko zajednicke ose
ugaonim brzinama wi i wy respektivno. Zanemarujuéi zapreminske sile, naé¢i profil brzine
fluida, ako je poznata gustina fluida i koeficijent viskoznosti.

22. Linearni nestisljivi viskozni fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti p nalazi se u
poluprostoru y > 0. Grani¢na ravan y = 0 kreée se brzinom vy(t) = acoswt u pravcu
x-ose, gde su a i w konstante. Naci polje brzine u fluidu zanemarujuéi zapreminske sile i
gradijent pritiska.

23. Nadi silu trenja koja deluje na svaku od dve paralelne beskonacne ploce, izmedu kojih
se nalazi sloj linearne nestisljive viskozne tecnosti, gustine p i koeficijenta viskoznosti pu,
ako se jedna ploca krece brzinom wvg(t) = a coswt u svojoj ravni. Rastojanje izmedu ploca
je h, a zapreminske sile i gradijent pritiska se zanemaruju.

24. Pretpostavimo da se materijal od kojeg se sastoji neka zvezda moze tretirati kao idealan
fluid u ravnotezi, pri ¢emu je jedina zapreminska sila gravitaciona, koja potice od same
supstance zvezde. Zvezda je sfernosimetri¢na, ali nije homogena, pri ¢emu je poznata veza
izmedu pritiska p(r) i njene gustine p(r):

1
= Zkp?
p 5 P
gde je k pozitivna konstanta. Pokazati da gustina zvezde zadovoljava jednacinu

Prp(r)) __Amy

arz2  k
gde je v gravitaciona konstanta. Resiti prethodnu jednacinu i pokazati da poluprec¢nik ove
zvezde ne zavisi od njene ukupne mase, uzimajué¢i u obzir grani¢ne uslove da je gustina
zvezde konacna za r = 0 a jednaka nuli na njenoj povrsini.

p(r),
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Specijalna teorija relativnosti

1. Izvesti formule za transformaciju radijus vektora 7 i vremena t pri prelasku iz jednog
inercijalnog sistema u drugi, ako se drugi sistem u odnosu na prvi kreée brzinom o
proizvoljnog pravca.

2. Sistem S’ krece se u odnosu na sistem S brzinom v; duz z—ose, a sistem S” kreée se u
odnosu na sistem S’ brzinom vs duz y’—ose. Naéi matricu Lorencove transformacije koja
opisuje prelazak sa sistema S na sistem S”. Uveriti se na ovom primeru da Lorencove
transformacije nisu komutativne.

3. Prema posmatracu iz sistema S dogadaj A desava se na x—osi, a 10~%s kasnije registruje
se dogadaj B na rastojanju 600m od mesta na kome se desio A, takode na x—osi. Postoji li
drugi inercijalni sistem S’ koji se kre¢e brzinom v < ¢, paralelno x—osi, tako da posmatrac
iz S’ ove dogadaje vidi simultano? Ako postoji, odrediti vektor brzine sistema S’ u odnosu
na S? Koliko je rastojanje izmedu A i B u S’? Koliki je interval izmedu dogadaja A i B?

4. Dve rakete A i B imaju brzine v4 = 0.6¢ i vg = 0.9¢ respektivno, u odnosu na Zemlju.
Za posmatraca na Zemlji one se kre¢u u uzajamno normalnim pravcima.
a) Kolika je brzina rakete A u odnosu na posmatraca u raketi B?
b) Ako casovnik u raketi A prema posmatracu u raketi B vrsi 60 otkucaja u sekundi,
koliko otkucaja meri posmatra¢ A na svom ¢asovniku?

5. Posmatrac A nalazi se na Zemlji i svakih 6 minuta Salje svetlosni signal. Posmata¢ B
je na svemirskoj stanici koja miruje u odnosu na Zemlju. Raketa C' putuje od A do B
brzinom 0.6¢ u odnosu na A.

a) U kojim vremenskim intervalima C' prima signale od A?

b) Ako C' posalje signal na B ¢im ga primi sa A, u kojim vremenskim intervalima B

prima signale od C?

6. Dva inercijalna sistema krec¢u se brzinama v i ¥, u odnosu na treéi inercijalni sistem.
Koriste¢i invarijantnost skalarnog proizvoda kvadrivektora brzina, pokazati da relativna
brzina sistema zadovoljava relaciju

o 2T — W) — (U1 x Tp)?

V4 =c¢ (62—171~?72)2

7. Inercijalni sitem reference S’ krece se brzinom ¥ u odnosu na inercijalni sistem S. Pod
uglom 6’ u odnosu na pravac kretanja u sistemu S’ ispaljen je metak brzinom o’. Koliki
je ugao 6 pod kojim je ispaljen metak kada se posmatra iz sistema S7 Koliko je 6 ako je
"metak” foton?

8. Kolica 1 se brzinom v kreé¢u po dugackom stolu. Po kolicima 1 kre¢u se manja kolica
2 brzinom v u odnosu na njih, u istom pravcu. Po kolicima 2, u istom pravcu relativnom
brzinom v u odnosu na njih, krecu se kolica 3 itd. Ukupno ima n kolica. Naéi brzinu v,
n—tih kolica u odnosu na sto? Cemu tezi v, kada n — oco?
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9. U inercijalnom sistemu S cestica se krece brzinom «, a ubrzanje joj je @. Inercijalni
sistem S’ kreée se brzinom ¥ u odnosu na sistem S. Pokazati da su komponente ubrzanja
u pravcu paralelnom vektoru ¢ i normalno na njega, date izrazima

2\ 3/2
a 1_%2> a
W= - 3% )
(1-2-7)
2
—/ 1_1;_2) — — — —
a, = a; —Ux(axu)

10. Ogledalo se kre¢e normalno na svoju povrsinu brzinom v. Koliki ugao sa normalom
na ogledalo zaklapa odbijeni zrak svetlosti, ako je ugao izmedu normale i upadnog zraka
0?7 Kako se pri odbijanju menja frekvenca svetlosti? Fotone posmatrati kao kuglice koje
se u sistemu u kome ogledalo miruje elasti¢cno odbijaju od njega?

11. Ogledalo se krec¢e paralelno svojoj ravni. Dokazati da je upadni ugao fotona jednak
uglu pod kojim se foton odbija od ogledala.

12. Do posmatraca stize signal od izvora svetlosti koji se kre¢e brzinom v. U trenutku
kada signal krene ugao izmedu vektora v i prave koja prolazi kroz izvor i posmatraca iznosi
0. Kako zavisi 6 od |9], ako posmatrac ne zapaza nikakvu promenu frekvence svetlosti?

13. Pozitivni m—mezon (masa mirovanja m, = 273m.) u mirovanju raspada se na neutrino
(masa mirovanja m, = 0) i p—mezon (masa mirovanja m, = 207m.)

7T+—>,u+—|—u

Odrediti kineticke energije neutrina i pg—mezona. Masa mirovanja elektrona je m, =
0.51MeV/c%.

14. Snop piona energije Ey upravljen je duz z—ose. Neki od piona raspadaju se na mion
i neutrino pri ¢emu neutrino izle¢e pod uglom 6, u odnosu na z—osu. Mase mirovanja
piona i miona su my, i my,, m, = 0. Izracunati energiju neutrina u funkciji 6, u slucaju
Ey>mgc?if, < 1.

15. Foton frekvence vy rasejava se na slobodnom elektronu koji se uniformno krec¢e. Im-
puls pp elektrona zaklapa ugao 6 sa pravcem kretanja fotona. Nadi zavisnost frekvence v
rasejanog fotona od pravca njegovog kretanja. Posebno razmotriti slucaj pg = 0.

16. Cestica mase mirovanja m i energije E sudara se sa istom takvom cesticom, koja je
mirovala do sudara. Naci ukupnu kineticku energiju ¢estica u sistemu centra inercije.

17. Koristeci zakone odrzanja pokazati da slobodni elektron ne moze ni da izraci ni da
apsorbuje foton.
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