Teorijska mehanika

Suncica Elezovié-Hadzié

16. april 2012






Sadrzaj

T Disl — d

(1

Osnovne postavke|

(1.3 O inercijalnim sistemimal . .

(1.4 Diferencijalne jednacine kretanjal . . . . . . . ... .. .. L.

2 Osnovne teoreme mehanike

[2.1 Teorema kineticke energije| .

[2.1.1 Zakon odrzanja ukupne mehanicke energijel . . . . . . . ...

[2.2 Teorema impulsal . . . . . .

[2.2.1 Zakon odrzanja impulsa] . . . . .. ... oo

[2.3 Teorema momenta impulsal .

[2.3.1 Zakon odrzanja momenta impulsaj . . . . . . . ... .00

Metod nezavisnih generalisanih koordinatal

Dalamber-Lagranzev princip|

4.1 Moguca 1 virtuelna pomeranjal . . . . . .. ...

4.2 Reakeye . ... ..o

4.3 Dalamber-Lagranzev princip|

[5

Lagranzeve jednacine |

[>.1 Izvodenje Lagranzevih jednacinal. . . . . . . . ... . ... 0oL

[>.2  Standardni oblik Lagranzevih jednacinal. . . . . . . .. .. ... ... ... ...

[>.3 Osobine Lagranzevih jednacinal . . . . . . . .. . ... ... o0

[6

Specijalni problemi|

61 Jodnod s ]

[6.1.1 Linarni harmonijski oscilator{. . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
6.1.2  Matematicko klatnd . . . . . . ... ...
613 Jodnodi el ] — . . . 1

17
17
17
18
19
19
21

23
23
24
25
26

29
29
29
30

31
31
33
34



4 SADRZAJ

6.2  Male oscilacije|. . . . . . .. 46
6.2.1 Lezen-Dirihleova teoremal. . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 48

6.2.2 Normalne frekvence 1 koordinatef. . . . . . . . . .. .. ... ... 51

6.3 Centralno kretanjel . . . . . . . .. 54
[6.3.1 Zakoni odrzanja i jednacine kretanja] . . . . . . . .. ... ... 54

[6.3.2 Lagranzev formalizam 1 Bineov obrazac|. . . . . . . ... ... .. ... ... 57

[6.3.3 Kretanje u polju privlacne Keplerove sile| . . . . . . ... ... .. ... ... 57

6.4 Problem dva telal . . . . . . . . .. 60
6.5 Rasejanjal . . . . . . . 63
6.6 Krutoteld . . . . . . . 68
6.6.1  Ojlerovi uglovil . . . . . .. ... 68

6.6.2 Ojlerova i Salova teoremal . . . . . . . . ... 69

[6.6.3 Ugaona brzinal. . . . . . . . . . . . . 70

[6.6.4 Moment impulsa, kineticka energija 1 tenzor inercije krutog tela] . . . . . . . 75

[6.6.5 Rotacija oko fiksirane ose] . . . . . . .o 80

[6.6.6  Koriolisova teoremal . . . . . . . . . ... 82

[6.6.7 Ojlerove jednacine za krutotelo| . . . . . . ... ... ... 85

[6.6.8 Analiticki metod u dinamici krutog tela) . . . . .. .. .. ... .00 86

[6.6.9 Kretanje teske simetricne cigre|. . . . . . ... 88
(7__Hamiltonov formalizaml 93
[7.1 Hamiltonove jednacine] . . . . . . . . . . . ... 93
[7.2  Fizicki smisao hamiltonijanal . . . . . . . . . ..o 97
[7.3 Integrali kretanjal . . . . . . . . . . . 97
[7.4 Generalisano potencijalne silel . . . . . . . . . ... oL 101

(8 Princip najmanjeg dejstval 105
[8.1 Varijacioni racun| . . . . . . . . ... e e 105
[8.2 Hamiltonov princip| . . . . . . . . . e 108
B3 Hamiltonovi sistemil . . . . . . . . . . . . . 109

[9 Resenja zadatakal 113
9.1 Osnovne postavke klasicne mehanike| . . . . . . . .. ... ... 0L 113
9.2 Dalamber-Lagranzev princip| . . . . . . . . .. ... 0o 116
9.3 Lagranzeve jednacinel . . . . . . . . . ... 117
(I  Mehanika neprekidnih sistemal 131
(10 Opisivanje kretanjal 133
(10.1 Hipoteza kontinuumal . . . . . . . . . . . . ... 133
[10.2 Lagranzev i Ojlerov metod| . . . . . . . . . . . ... ... . 134
(10.3 Supstancijalni izvod|. . . . . . . ... 136
[0.4 Jednacina kontinuitetal . . . . . . . . . . ..o 137

[10.5 Tenzor brzine deformacije 1 vektor vrtloznostl . . . . . . . . ... .. ... ... .. 141




SADRZA.J

(11 Sile u fizici neprekidnih sredinal
[(11.1 Zapreminske 1 povrSinske sile|. . . . . . . . . . ...

11.2 Osnovni dinamicki zakon za kontinuuml . . . . . . . . . . ... . ... ... ..., .
12 Fluidil

(12.2 Navije-Stoksovi fluidi . . . . . . . . . . ..
[12.2.1 Navije-Stoksova jednacina . . . . . . . . .. .. . ... L

023 Tdealan flwidl . . . . . . . . . . o
[12.3.1 Ojlerova jednacinal . . . . . . . . . . ... .
(12.3.2 Bernulijev 1 Kosi—Lagranzev integral . . . . . . ... ... ... .......

13 Flastic )
[13.1 Vektor pomeranja 1 tenzor deformacijel . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ..

[13.2 Generalisani Hukov zakon | . . . . . . . . . . . . ..

[13.3 Osnovna jednacina dinamike za elasticno telo| . . . . . . ... ... ... ... ...

(14 Resenja zadatakal
(14.1 Opisivanje kretanjal . . . . . . . . . . . . .
(14.2 Sile u fizici neprekidnih sistemal . . . . . .. .00

(II1  Specijalna teorija relativnosti

[15 Postulati specijalne teorije relativnosti
[15.1 Istorijski uvod|. . . . . . . . .
[15.1.1 Majkelson-Morlijev eksperiment| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
[15.2 Postulati specijalne teorije relativnosti| . . . . . .. .. ... ... ...
[15.2.1 Direktne posledice Ajnstajnovih postulatal . . . . . .. .. ... .. ... ..
[15.3 Lorencove transformacijel . . . . . . . . . ..o
[15.3.1 Izvodenje Lorencovih transformacijaj. . . . . . . . . . ... ... ... ....
[15.3.2 Posledice Lorencovih transtormacijal. . . . . . . ... ... ... ... ... .

[16 Tenzorski racun u specijalnoj teoriji relativnosti|
(16.1 Prostor Minkovskog/. . . . . . . . . . ..o
(16.1.1 Svetlosni konusl . . . . . . . . . .
[16.1.2 Razni oblici pisanja Lorencovih transtormacijal . . . . . . . . . ... ... ..
[16.2 Tenzori u prostoru Minkovskog| . . . . . . . ... ... Lo
(16.2.1 Definicijel . . . . . . . .
[16.2.2 Veza izmedu kontra- 1 kovarijjantnih 4-vektora] . . . . . ... ... ... ...
[16.2.3 Skalarni proizvod 4-vektora] . . . . . . ... .. ...
[16.2.4 4-tenzorl viSeg rangal . . . . . . . . . ... ...
[16.3 Osnovne tenzorske velicine u specijalnoj teoriji relativnosty . . . . . . . . . ... ..
[16.4 Rimanovi prostori|. . . . . . . . . . .

149
149
155

157
157
157
158
162
162
163

169
169
169
171

173
173
175
177
180

183

185
185
185
188
188
189
190
190



SADRZAJ

(17 Dinamika cestice u specijalnoj teoriji relativnosti] 203
[17.1 Kovarijantna tormulacija zakonal . . . . . . . . ... ... ... ... 0. 203
(17.1.1 Osnovni zakon dinamike u kovarijjantnoj forma . . . . . .. .. ... ... .. 203

[17.1.2 Relativisticki impuls p ¢estice] . . . . . . .. . . ... oL 204

[17.1.3 Relativisticka kineticka energijal . . . . . . . . ... ... ... 204

(17.1.4 Energija mirovanja . . . . . . . . . . . ... 205

(17.1.5 4-vektor impulsa - energija 1 impuls ujedinjenif . . . . . . . . . ... ... .. 205

[17.1.6 Sudari cestica - Komptonov efekat| . . . .. . ... ... ... ... ... 208

[17.2 Analiticki formalizam u specijalnoj teoriji relativnosti| . . . . . . ... ... ... .. 208




Deo 1

Diskretni sistemi






Glava 1

Osnovne postavke klasi¢cne
nerelativisticke mehanike

1.1 Uvod

Osnovni model koji koristimo u mehanici je materijalna tacka (ili €estica). Jednostavno
receno, materijalna tacka je geometrijska tacka kojoj pridruzujemo masu. Da li neko telo moze da
se tretira kao materijalna tacka ili ne, zavisi od toga kakav fenomen posmatramo. Generalno, fizicko
telo aproksimiramo modelom materijalne tacke, tj. njegova unutrasnja struktura i dimenzije mogu
da se zanemare, pri kretanjima u toku kojih se ono krec¢e u oblasti ¢ija je zapremina mnogo veca
od njegove sopstvene zapremine.

Kretanje cestice posmatra se u odnosu na neki referentni sistem. U referentnom sistemu
definisemo koordinatni sistem. Najjednostavniji koordinatni sistem je Dekartov pravougli sistem,
ali se osim njega Cesto koriste i drugi, krivolinijski koordinatni sistemi: cilindri¢ni, sferni itd.

Osnovna veli¢ina koju pridruzujemo cestici je njen vektor polozaja 7(t). Zavisnost vektora
polozaja Cestice od vremena t, tj. izraz 7 = 7(t), zvatemo kona¢na jednacina kretanja. Brzina
Cestice se definise kao izvod njenog vektora polozaja po vremenu, tj.

Slika 1.1: Dekartov koordinatni sistem, vektor polozaja cestice 7, vektor brzine ¢estice v. Vektor
brzine tangentan je na trajektoriju cestice (roze linija)
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F,

Slika 1.2: Postulati sile

d

a ubrzanje

U
t
Impuls cestice mase m, koja se krec¢e brzinom v definise se kao

T

a= =7

oL

—

= mv.

=y

Ako se impuls p estice menja u toku vremena kazemo da na cesticu deluje sila F', pri cemu vazi

o
Sy

=F, (1.1)

o,

t

sto predstavlja osnovni dinamicki zakon (II Njutnov zakon). Ako je masa m konstantna,
prethodna jednacina se svodi na poznati izraz

= F. (1.2)

ST

m

Izraz ma ¢emo zvati dinamicka sila, a sila Fu inercijalnim sistemima potice samo od interakcije
medu Cesticama (tzv. prava sila). U daljem toku izlaganja ¢emo pretpostavljati da radimo u iner-
cijalnim sistemima (osim ako se posebno ne naglasi suprotno), tj. pod F ¢emo uvek podrazumevati
pravu silu, ¢ije su osnovne osobine ustanovljene tzv. postulatima sile.

1.2 Postulati sile

Iskustvo pokazuje da sila u inercijalnim sitemima zadovoljava slede¢e osobine:

1. Zakon inercije: u inercijalnim sistemima cestica (stalne mase) ostaje u stanju mirovanja ili
ravnomernog pravolinijskog kretanja ako ne interaguje ni sa kakvim drugim cesticama, tj. ako
na nju ne deluje nikakva sila (I Njutnov zakon).
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2. Sila interakcije izmedu dve Cestice, ¢ije su mase, vektori polozaja i brzine redom jednaki my,
71, U1 1 Mo, Ta, Us, zavisi samo od relativnog radijus vektora i relativne brzine ¢estica. Znaci,
ako sa Fy; oznacimo silu kojom cestica 2 deluje na ¢esticu 1, onda je

ﬁgl - ﬁgl(Fl - FQ,’Ul - 172) . (13)

3. Stavise, sila interakcije izmedu dve cestice je kolinearna sa relativnim vektorom polozaja
Cestica i ima oblik L

= = S o -\ 1 =72

Fo = f(Tl —T2,U1 — UQ)—

(1.4)

— — )
71— 7%
pri cemu vaze principi

e superpozicije, tj. ukupna sila Fy kojom cestice 11 2 deluju na neku trec¢u cesticu, jednaka
je vektorskom zbiru sila kojom cestice 11 2 pojedinac¢no deluju na nju, tj. F3 = Fi3+ Fbs;

e akcije 1 reakcije, tj. sile kojom dve cestice uzajamno deluju jedna na drugu, jednake su
po intenzitetu i pravcu, a suprotnog su smera:

Fy = —Fy (1.5)
(IIT Njutnov zakon).

1.3 O inercijalnim sistemima

Sve do zasnivanja specijalne teorije relativnosti, smatralo se da postoji apsolutni referentni
sistem koji miruje, a svi sistemi, koji se kre¢u konstantnom brzinom u odnosu na njega nazivani
su inercijalnim sistemima. Danas se zna da postojanje apsolutno mirujuéeg sistema nije moguce
utvrditi, pa se koristi tzv. Ajnstajnova definicija: inercijalni sistem je referentni sistem u kome
telo koje ne interaguje sa drugim telima ostaje u stanju mirovanja ili ravnomernog pravolinijskog
kretanja.

Za nase potrebe za sada je dovoljno pretpostaviti da postoji barem jedan inercijalni sistem, a
svaki drugi koji se u odnosu na njega krec¢e konstantnom brzinom je takode inercijalan.

Galilejeve transformacije opisuju kako se menjaju koordinate nekog fizickog dogadaja pri
prelasku iz jednog u drugi inercijalni sistem. U nerelativistickoj fizici smatra se da je vreme ap-
solutno, tj. da je vremenski interval izmedu dva dogadaja isti u svim inercijalnim sistemima.
Posmatrajmo dva inercijalna sistema S i .S’, u kojima smo koordinatne sisteme (Dekartove) izabrali
tako da se u pocetnom trenutku poklapaju, dok im u daljem kretanju ose ostaju paralelne, a sistem
S’ se u odnosu na S kre¢e duz zajednicke x—ose, brzinom konstantnog intenziteta u. Sa slike se
onda jasno vidi da Galilejeve transformacije imaju oblik

¥=x—ut, Y=y, ==z, (1.6)

pri cemu je, zbog apsolutnosti vremena:

t=t. (1.7)
Ocigledna posledica Galilejevih transformacija je da je vektor relativnog polozaja izmedu dve tacke
isti u svim inercijalnim sistemima, t;j.

_’1_7?2:7_11_77'27 (]‘8)
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y (L) 2_[
Sty Sty %
a
I
I
T T Ty=1
I
|
1 >
ut x! x, 2
e 4

Slika 1.3: Galilejeve transformacije

kao i da se relativna brzina ne menja pri prelasku iz jednog u drugi inercijalni sistem (posto je
vreme apsolutno), tj.

Takode se lako proverava da je i ubrzanje cestice isto u svim inercijalnim sistemima
i=a. (1.10)

Ako sada uocimo sistem od dve cestice, onda osnovni dinamicki zakon za cesticu 1 u sistemu S ima

oblilT]

myd; = ﬁ21(771 - 7?2,171 - 172)7 (1-11)

odakle, zbog Galilejevih transformacija, vazi
mdy = Fy (7 — 7, 7] — 0) , (1.12)

Sto znaci da osnovni dinamicki zakon u ovom slucaju ima isti oblik u svim inercijalnim sistemima,
pri ¢emu smo iskoristili i iskustvom potvrdenu ¢injenicu da je masa cestice ista u svim inercijalnim
sistemima.

1.4 Diferencijalne jednacine kretanja za sistem cestica

Posmatrajmo sistem od N cestica, koje interaguju medusobno, ali ne i sa okolnim telima. Takav
sistem zovemo zolovan sistem Cestica. Sila koja deluje na v—tu ¢esticu jednaka je zbiru svih sila
kojima ostale ¢estice iz sistema deluju na nju, tj.

—

N
Z*:';,:Zﬁw, pri cemu je Fy,, =0, (1.13)

p=1

za svako pi, tj. Cestice ne interaguju same sa sobom. Posto je, po postulatima sile

—

F;UJ :ﬁuu(FM_Fuagu_Uu)a (114)

LOvde pretpostavljamo da éestice interaguju samo medusobno, a ne i sa nekim drugim telima.
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Slika 1.4: Izolovan sistem cestica

ukupna sila koja deluje na v—tu cesticu je funkcija vektora polozaja i brzina svih cestica sistema,
tj.

FI/:FV(Flv..'77?N7171’."7?7N)' (115)

Posmatrajmo sada neizolovan sistem, koji se sastoji od n Cestica. Ako taj sistem ,,dopunimo” do

izolovanog sistema, koji sadrzi ukupno N cestica, silu koja deluje na proizvoljnu ¢esticu iz uocenog
neizolovanog sistema, mozemo da napisemo u obliku

—

F, =

—

(T17"' 7FnaFn+17"' aFN(t)a1717"' 7Unvﬁn+1(t)7”' 7UN(t))
(7?17"' 77:'71’1717"' 7Un7t)7 (116>

ST

gde smo eksplicitnu zavisnost sile F,, od vektora polozaja i brzina ¢estica kojima smo sistem ,,do-
punili” do izolovanog, zamenili eksplicitnom zavisnoséu od vremena, ¢ime je dobijena funkcija F} .
Odatle zakljucujemo da eksplicitna zavisnost sile od vremena ukazuje na neizolovanost sistema.
Ako napisemo osnovnu jednacinu dinamike za svaku Cesticu neizolovanog sistema, dobijamo
Y
sistem vektorskih jednacina

—

— *x [ = — — —
myay = F1<r17'”7Tn7vl7"'7vn7t>
(1.17)
= _‘* — — — —
mpQny = Fn(rla'“7rn7U17"'7vnat)>
odnosno, uzimajuéi u obzir definicije brzine i ubrzanja
- Pk [ = S 5
miry = Fl(Tl,"',Tn,Tl,"‘,’l"n,t),
(1.18)
myry, = Fn(Tl,"',Tn,Tl,"',’f‘n,t).

Ako poznajemo sve sile koje deluju na cestice, ovaj sistem predstavlja sistem od n obi¢nih difer-
encijalnih vektorskih jednacina drugog reda, u kome su nepoznate funkcije vektori polozaja svih
n Cestica sistema, a nezavisno promenljiva vreme ¢. Ove jednacine predstavljaju diferencijalne
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Slika 1.5: Neizolovan sistem ¢estica (unutar pune zatvorene linije), dopunjen do izolovanog (sve
unutar isprekidane zatvorene linije).

jednacine kretanja i, ako su poznati pocetni uslovi, tj. polozaji i brzine Cestica u pocetnom
trenutku, u principu je moguée naéi konacne jednacine kretanja 7 (t),- - , 7, (¢).

Iz Galilejevih transformacija (odnosno njihovih posledica , i ) sledi da difer-
encijalne jednacine kretanja zadrzavaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima, Sto znaci da su
zakoni mehanike isti u svim inercijalnim sistemima. Ovaj stav poznat je kao Galilejev princip
relativnosti. Takode, iz ¢injenice da su u njima izvodi nepoznatih funkcija 7(¢) najviseg, tj. dru-
gog reda, izrazeni eksplicitno u funkciji svih ostalih velic¢ina, sledi da ove jednacine za proizvoljne
pocetne uslove imaju jednoznacno resenje (pod dosta Sirokim opstim uslovima, koji su u mehanici
po pravilu zadovoljeni). Ovo je posledica jedne matematicke teoreme, a fizicki to znaci da sile koje
deluju na sistem i kinematicko stanje sistema (tj. poloZaji i brzine cestica) u bilo kom trenutku
jednoznacno odreduju kretanje tog sistema, Sto predstavlja sadrzaj tzv. mehanickog principa
kauzalnosti.

ZADACI

Zadatak 1.4.1. Projektil mase m krece se kroz atmosferu pod delovanjem gravitacione sile mg.
Osim gravitacione sile na projektil deluje i sila otpora vazduha F* proporcionalna brzini projektila

U, sa koeficijentom proporcionalnosti ym (ﬁ ¥ = —ymv).
(i) Uzimajuéi da je pocetak koordinatnog sistema postavljen u tacku iz koje je projektil izbacen,
da je osa z izabrana tako da je § = —gé., a da je pocetna brzina projektila v(t = 0) = vi€, + v3é,

pokazati da se jednacina trajektorije projektila moze napisati u obliku:

z:wx+%ln<l_ﬁ).
71 Y U1

Razvijajuéi logaritam u prethodnom izrazu u red, na¢i aproksimativnu jednacinu trajektorije pro-
jektila u sredini u kojoj je sila otpora mala, do ¢lana linearnog po 7. (Primetiti da je za to u razvoju
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logaritma potrebno i¢i do ¢lana proporcionalnog tretem stepenu v.) Pokazati da je u tom slucaju
domet (u ravni z = 0) jednak

_ 2uws 8yuyus

oy 392
(ii) Na osnovu izraza izvedenog u prethodnom delu zadatka pokazati da ugao a (u odnosu na ravan
z = 0), pod kojim treba izbaciti projektil da bi domet D pri zadatom intenzitetu vy pocetne brzine
bio maksimalan, zadovoljava jednacinu

\/§7U0

cos 2 = )
39

(Uputstvo: u ¢lanu koji sadrzi v uzeti vrednost nulte aproksimacije za ugao.)

(iii) Proceniti optimalni ugao « i domet D za projektil izbac¢en pocetnom brzinom vy = 100m/s,
ako je poznato da u slucaju kada se taj projektil ispusti bez pocetne brzine sa velike visine njegova
brzina dostize grani¢nu vrednost vg = 500m/s.
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Glava 2

Osnovne teoreme mehanike

2.1 Teorema kineticke energije

Posmatrajmo proizvoljan fizicki sistem, koji se sastoji od N cestica. Interesuje nas za koliko se
promeni njegova ukupna kineticka energija T" u toku infinitezimalno kratkog vremenskog intervala
dt. Posto je

T = —m,U
odgovarajuca promena kineticke energije jednaka je

N
AT => " m, @, - dij,,
v=1
gde je dv, promena brzine v-te Cestice do koje je doslo za vreme dt. Kako je dv, = a,dt, izraz za
dT moze da se prepise kao

N
AT => " m, @, - d,dt,

v=1
a posto je dr, = v,dt, konacno se dobija
N N
AT =Y myd,-di, =Y F,-dF,. (2.1)
v=1 v=1

N —
Izraz Y F, - dr, je, po definiciji, ukupni rad izvrsen na ¢esticama sistema za vreme dt. Odavde je
v=1

jasno da je promena AT ukupne kineticke energije sistema, do koje dode za proizvoljno vreme At,
jednaka ukupnom radu AA izvrsenom na sistemu za to vreme. Ovaj stav je poznat kao teorema
kineticke energije.

2.1.1 Zakon odrzanja ukupne mehanicke energije

Sile F, koje mogu da se izraze preko skalarne funkcije U (7, - -+ , 7y, t) kao

]3,, = —grad, U = — (G_ng + 8_U€y + 8—U€Z>

ox, oy, 0z, (2:2)

17
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nazivaju se potencijalne sile, a funkcija U potencijalna energija sistema. Ako U ne zavisi eksplic-
itno od vremena, kazemo da su odgovarajuée sile konzervativne. (Primeri: gravitaciona sila, sila
elasti¢nosti opruge itd.)

Ukupna mehanicka energija E sistema se definiSse kao zbir njegove kineticke T i potencijalne
energije U: E=T+U.

Ako su sve sile koje deluju na sistem konzervativne, onda je ukupni rad izvrSen na sistemu za
vreme dt jednak

N N
Z S . ou ou ou
— Iy drl’ - § gradyU ’ dTV = g <8$Vd1’y ayydyy + a—zdey) = —dU7

v=1 v=1

Sto znaci da rad koji 1zvrse konzervativne sile zavisi samo od pocetnih @ krajnjih poloZaja cestica na
koje te sile deluju, a me 1 od puta, tj. nacina na koji su se cestice premestile iz pocetnih u krajnje
poloZaje. Posto je prema teoremi kineticke energije taj rad upravo jednak promeni kineticke
energije, sledi da je

dI'=—-dU = dT'+U)=dE=0 = FE =const, (2.3)

tj. vazi zakon odrzanja energije: ako su sve sile koje deluju na cestice sistema konzervativne,
onda se ukupna mehanicka energija sistema odrzava u toku kretanja. Jasno je da zakon odrzanja
energije vazi i ako osim konzervativnih sila deluju i tzv. giroskopske sile, tj. sile koje ne vrse rad
(npr. Lorencova sila g x B , kojom magnetno polje B deluje na cesticu naelektrisanja ¢, koja se
kreée brzinom ).

Ako potencijalna energija U eksplicitno zavisi od vremena, onda je

U U oU U
dU = Z (axy zdyy + azyd ) + —dt ZF (A7, 4 Sodt = —dT + et

pa je jasno da zakon odrzanja energije u tom slucaju ne vazi.

2.2 Teorema impulsa

Ukupni impuls p’ proizvoljnog sistema od N cestica jednak je

N
- Z muau 5
v=1
a brzina njegove promene je
dp dv, =
FrD DL D DR
v=1 v

gde smo iskoristili osnovni dinamicki zakon ([1.1)) za cesticu. Silu koja deluje na v—tu ¢esticu mozemo
da razlozimo na silu koja potice od Gestica unutar sistema i na spoljasnju silu F*° (koja postoji

ako sistem nije izolovan):
N
il 3spolj
= E E,, 4 Fsl
p=1
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tako da je
d N N N
_ nl Aspolj _ nl spolj
o3 (A ) - X e
v=1 pn=1 =1
Ukupna unutrasnja sila jednaka je nuli, posto je
N N N R | N L
DEFEED SE IS DY LD DU ARED SEIEED S A A
pn,v=1 =1 p,v=1 =1 v,u=1 p,rv=1

gde smo prvo u drugoj dvostrukoj sumi promenili mesta nemim indeksima p i v, a zatim iskoristili
zakon akcije i reakcije. Znaci, brzina promene ukupnog impulsa sistema jednaka je ukupnoj spoljasnoj
sili koja deluje na sistem, tj.

dp = )
d—IZ = Feroli (2.4)

Sto predstavlja teoremu impulsa.
Vektor polozaja centra mase 7, je po definiciji jednak

- 1
o=l =) myi,, (2.5)

gde jem = Z _, m,, ukupna masa sistema, pa je

N
— drc
U, = — E m,U, = E = mu..

Ako dobijeni izraz za impuls zamenimo u (2.4) zaklju¢ujemo da je

mi, = F*PoU (2.6)
Sto znaci da se centar mase sistema krece kao cestica mase jednake ukupnoj masi sistema, na koju
deluge sila jednaka ukupnoj spoljasnjoj sili koja deluje na sistem.
2.2.1 Zakon odrzanja impulsa

Iz teoreme impulsa (2.4)) direktno sledi zakon odrzanja impulsa: ako je ukupna spoljasnja
sila koja deluje na sistem jednaka nuli, impuls sistema se ne menja u toku vremena.

2.3 Teorema momenta impulsa

Moment pr01zvoljne vektorske velicine A u odnosu na neku tacku O (tzv pol) definise se kao
v_e)ktorskl proizvod 7 X A gde je 7 vektor polozaja tacke u kojoj posmatramo A. Moment impulsa
M(©) gestice u odnosu na pol O je onda

MO = Fxm7, (2.7)
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a moment sile K (©):

— —

KO =¢FxF. (2.8)

Ukupni moment impulsa sistema od N c¢estica u odnosu na koordinatni pocetak inercijalnog
sistema u kome posmatramo sistem jednak je

N

ey — —

M = E T, X myv, ,
v=1

pa je brzina njegove promene

A N ar N a5, & N
QT2 K L T X = ) Ty = 3 o x B (29)

v=1 v=1

N J/

=0

Ako silu koja deluje na v-tu Cesticu razlozimo na njenu unutrasnju i spoljasnju komponentu, slicno
kao pri izvodenju teoreme impulsa, zakljucujemo da je ukupni moment unutrasnjih sila jednak nuli.
Naime,

N N N N N
E 7, x Frmr = E Fl,xg Fuv:E E 7y X F
v=1 v=1 lu,zl v=1 y,zl
N N N N
1 . R .
= 322 X Futgd > fxE
2 2
v=1 p=1 v=1 p=1

N
Il
—

=
Il
—

=
Il
—
N
Il
—

gde smo u poslednjem redu iskoristili postulat sile po kome je sila interakcije izmedu dve cestice
kolinearna sa njihovim relativnim vektorom polozaja. Konacno, iz (2.9)) onda sledi

N
_ ZFV x Fspoli — [Espoli (2.10)

v=1

—
dM
dt

tj. brzina promene momenta impulsa sistema jednaka je ukupnom momentu svih spoljasnjih sila
koje deluju na sistem, Sto predstavlja teoremu momenta impulsa.
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2.3.1 Zakon odrzanja momenta impulsa
Ako je ukupni moment svih spoljasnjih sila jednak nuli, onda je
dM
B
dt ’

pa je ukupni moment impulsa sistema stalan u toku vremena.

ZADACI

21
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Glava 3

Metod nezavisnih generalisanih
koordinata

3.1 Veze

Ako pri kretanju sistema postoje izvesna ograni¢enja na polozaje i brzine cestica, kazemo da
sistem vrsi prinudno kretanje. U suprotnom, tj. ako nema takvih ogranicenja, kaze se da je
sistem slobodan ili da vrsi slobodno kretanje. Pomenuta ograni¢enja se nazivaju veze i ona se
realizuju pomoc¢u povrsina, poluga, osovina ili drugih mehanizama. Matematicki se veze izrazavaju
relacijama izmedu koordinata i brzina Cestica, i vremena. Ovde ¢e biti razmatrani samo slucajevi
kada su te relacije izrazene jednacinama koje sadrze samo koordinate cestica i vreme. Takve veze
nazivaju se holonomne. U zavisnosti od toga da li eksplicitno zavise od vremena ili ne, one se
nazivaju nestacionarne odnosno stacionarne, redom.

Primer 3.1.1. Na slici prikazan je sistem koji se sastoji od jedne cestice, Cije je kretanje
ograniceno uslovom da se ona u svakom trenutku nalazi u uskoj cevi koja rotira konstantnom
ugaonom brzinom w oko z ose i stalno je u Ozy ravni. Ako za odredivanje polozaja Cestice izaberemo
cilindri¢ne koordinate (p, ¢, z), onda su u svakom trenutku zadovoljeni uslovi: z = 0, ¢ = wt + o,
gde je g ugao koji je cev zaklapala sa x osom u trenutku ¢ = 0. Ove dve jednacine predstavljaju

y

Slika 3.1: U tankoj cevi koja u Oxy ravni rotira oko z ose (konstantnom ugaonom brzinom w) nalazi
se cestica.

23
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veze i jasno je da se radi o holonomnim vezama, pri ¢emu je prva stacionarna, a druga nestacionarna.

3.2 Nezavisne generalisane koordinate

Posmatrajmo sistem od N cCestica, ¢iji su polozaji ograniceni sa k holonomnih veza. Skup od
zadatih k£ holonomnih jednacina veza

fl(xlaylvzlf"7xN7yN7ZN7t) = 07
(3.1)
fk;(xlaylvzh'”a:L‘vaN7ZN7t) = 07

moze da se shvati kao sistem algebarskih jednacina po k, proizvoljno izabranih, Dekartovih koor-
dinata cCestica. ReSavanjem tog sistema, izabranih k koordinata moze da se izrazi preko preostalih
n = 3N — k koordinata. Broj n naziva se broj stepeni slobode i predstavlja minimalan broj
veli¢ina potrebnih da se potpuno opise polozaj svih Cestica, odnosno konfiguracija sistema. Uko-
liko simetrija problema to namece, umesto Dekartovih koordinata mogu da se izaberu neke druge,
tzv. generalisane koordinate, ali je i u tom slu¢aju od prvobitnih 3N koordinata moguce izabrati
n = 3N —k nezavisnih generalisanih koordinata koje u svakom trenutku jednozna¢no odreduju
konfiguraciju sistema. Nezavisne generalisane koordinate ¢emo oznacavati sa ¢;, 1 = 1,--- ,niu
daljem toku izlaganja ¢emo ih kratko zvati generalisane koordinate (kada ne postoji mogucénost
zabune), a njihove izvode po vremenu ¢ = % — generalisane brzine. Generalisane koordinate,
dakle, potpuno opisuju polozaj sistema cCestica, ali ne moraju biti vezane za pojedinacne cestice.
Npr. ako posmatramo sistem od 2 cestice, koje se kreé¢u duz x—ose, za generalisane koordinate
mozemo izabrati z—koordinatu centra mase tog sistema i rastojanje izmedu Cestica.

Formalno, postupak odredjivanja nezavisnih generalisanih koordinata se izvodi na slede¢i nacin.
Prepostavimo da smo sa prvobitnih 3N Dekartovih koordinata presli na 3N nekih drugih, pogod-
nijih, koordinata koje ¢emo oznaciti sa ¢, ¢, - - - g3, tako da vazi

xi:xi<q1a'”7q3N)7 yi:yi(qlv'”7q3N)7 Zi:Zi(q17”'aq3N)a Z:]waN (32)

U jednacinama veza Dekartove koordinate sada mogu da se izraze preko generalisanih ko-
ordinata ¢;, ¢ime se dobija sistem od k algebarskih jednacina u kojima figurise 3N generalisanih
koordinata. Od tih 3N generalisanih koordinata izaberemo n = 3N — k nezavisnih generalisanih
koordinata: qq,--- ,q,, a sve ostale ¢,i1, Gnio, - ,q3n izrazimo preko njih. Konacno, pomocu je-
dnacina , sve Dekartove koordinate mogu da se izraze preko nezavisnih generalisanih koordinata
q1, - ,qn, tako da se wvektor poloZaja T, proizvoljne cestice sistema izraZava u funkciji nezavisnih
generalisanth koordinata 1 vremena t kao

771/ = xl/(Qb © 5 Ap, t)gx + yu(Qla e 7qn:t)€y + Zzz(qla e :Qn7t)€z = Fu(Qla e 7qn7t) . (33)

Vreme t se eksplicitno javlja u ovom izrazu ako ono postoji i u jednac¢inama veza (3.1)), tj. u slucaju
nestacionarnih veza, ili ako relacije izmedu Dekartovih i generalisanih koordinata (3.2]) eksplicitno
sadrze vreme. Polozaj svake cestice je, dakle, potpuno odreden u svakom trenutku, ako su poznate
zavisnosti nezavisnih generalisanih koordinata od vremena ¢;(t). Brzina cCestice je onda
L dr, " oF, . OF,
Uy = — = %t o

1=

:Uu(cha"' 7Qn7q17"' >q.n7t)a (34)
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tj. predstavlja funkciju generalisanih koordinata ¢;, generalisanih brzina ¢; i vremena t.

Primer 3.2.1. Kao sto je pokazano, u primeru postoje dve veze, pa, posto se sistem sastoji
od jedne cestice, broj stepeni slobode je n = 3-1 —2 = 1. Za jedinu generalisanu koordinatu
ovde je najprirodnije izabrati cilindricnu koordinatu p, tj. rastojanje ¢estice od z ose. Koris¢enjem
jednacina veza: z = 01 ¢ = wt + ¢, radijus-vektor cestice onda moze da se napise u obliku:

—

T = p€, = p(cos pé, + sin pé,) = p[cos(wt + @g)e, + sin(wt + pg)€,] = 7(p, t) , (3.5)
a brzina je jednaka:

S or., or . Lo . : o o
v o= a + 5% = plcos(wt + o), + sin(wt + pg)ey] + pw|[—sin(wt + @g)é, + cos(wt + ¢o)éy]

= 17(pa P t) : (36)

3.2.1 Kineticka energija

Kineticka energija se na sledec¢i nac¢in izrazava u funkciji generalisanih koordinata i brzina :

N n 2
1 or, or,
-2 - v v
m =) 5 (i:l gt T ot )

v=1

(S ) (350
(9% jzlﬁqjq] ot

T —

DN | —

] Mz ngﬁj M=

— — n — — 2

- % [;322 3—”%—23—+(aa)]
= %Z Q17"'aQnat>Qi4j+iBi(QIa"'aQnat)qi+C(Q1a"'aQnat)> (3.7)

= i=1
gde su
Aglan, - gmt) = fj S (3.5)
- 4d;

Bilqi, - g t) = émyg_z_%iu7 (3.9)
Clas ) = ZN:%m (%t) (3.10)

Znaci, kineticka energija je kvadratna funkcija generalisanih brzina, a u slucaju kada 7, ne zavisi
eksplicitno od vremena ni za jedno v, ona ¢e sigurno biti i homogena kvadratna funkcija generalisanih
brzina, posto su tada svi koeficijenti B; i C' jednaki nuli.
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Primer 3.2.2. Kineticka energija Cestice (mase m) iz primera je na osnovu formule|3.7/jednaka

1 . .
T = 5A(p,1)p" + Blp,)p+ C(p, 1),

gde su, prema gore izvedenim formulama, koeficijenti A, B i C' jednaki

N\ 2 — — -\ 2
A(p,t)zm@—;) =m, B(p,t)zmg-%z(% C(pvt)zlm(&> = mp’w?,

dp Ot
pa je

1
T= §m(/32 +phw?).

Kineticka energija je ovde (3to je Cesto slucaj) brze mogla da se dobije zamenom opsteg izraza za
kvadrat brzine u cilindri¢nim koordinatama u definicioni izraz za kineticku energiju, u kome se onda
iskoriste jednacine veza:

= ~m(p + pPw?) .

U ovom primeru kineticka energija je nehomogena kvadratna funkcija generalisane brzine zato sto
postoji nestacionarna veza. lako je % # 0, linearni ¢lan u kinetickoj energiji ne postoji zato sto su

vektori 2 E i g—; medusobno ortogonalni.
3.2.2 Rad

Izracunajmo sada ukupni rad pri kretanju u toku kojeg se cestice pod delovanjem sila F, pomere
za dr,:

Nﬁ A7 NF 87“”01 ARy Nﬁ a” d 7. Oy 11
> F,- ,,Z g+ 5 d ZZ qz+z Spdt. (3.11)

r=1 =

Suma koja u prvom sabirku u poslednjem izrazu stoji uz dg; naziva se generalisanom silom, koja
odgovara generalisanoj koordinati ¢;, i oznaci¢emo je sa ();, tako da je

~ 07,
Qi:ZFy.a__ (3.12)
B 4i

Primer 3.2.3. U slucaju slobodnog kretanja sistema od N cestica za nezavisne generalisane ko-
ordinate mozemo da uzmemo Dekartove koordinate cestica: x,, y,, z,, v = 1, N. Tada je ukupni

elementarni rad:
N N
Y F,-dit, =) (Fdz, + Fydy, + F,.dz,)
v=1 v=1

pa je jasno da se generalisane sile u ovom sluc¢aju poklapaju sa odgovarajuc¢im Dekartovim kompo-
nentama sila koje deluju na cestice.
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Primer 3.2.4. Ako za generalisane koordinate u sluc¢aju jedne cestice koja se slobodno krece iz-
aberemo cilindri¢ne koordinate i ako na cesticu deluje sila

F=F,, + Fé,+ F.e.,
za elementarni rad dobijamo izraz
Fdr = (F,€, + F,€, + F.e.) - (dpe, + pdye, + dze,) = F,dp+ F,pdy + F.dz,

odakle se vidi da su generalisane sile

Qp:Fp> Qap: ol Qz:Fz-
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Glava 4

Dalamber-Lagranzev princip

4.1 Moguca i virtuelna pomeranja

Infinitezimalno pomeranje dr, Cestice v nazivamo moguéim ako je ono u skladu sa vezama.
Virtuelno pomeranje ¢estice 07, je po definiciji jednako razlici dva moguée pomeranja, dr, i d'r,,
iz iste tacke 7, u istom trenutku i koja traju isto vreme d¢. Ako pomeranju dr, odgovara promena
generalisanih koordinata dg;, ¢ = 1,--- ,n, a pomeranju d'r, promena d'¢;, i = 1,---,n, onda
virtuelno pomeranje preko generalisanih koordinata moze da se izrazi na slede¢i nacin:

" oF o " 97 o
57, = dF, —dF, = v+ 2| — (S D2ag, + P
r Ty —ar <Z~:1 9. 1T o ) <i:1 9,4 o )

"L OF,
- —25q; 4.1

gde d¢g; oznacava razliku odgovarajuéih pomeranja d’q; i dg;:

Primeri...

4.2 Reakcije

Sile koje se javljaju usled postojanja veza nazivaju se silama reakcije. Kazemo da su sile
reakcije idealne ako su jednake linearnoj kombinaciji gradijenata grad,, f;

k
R, = Mgrad,f;, (4.3)
=1

29
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gde \; (tzv. Lagranzevi mnozitelji veza) mogu biti funkcije koordinata i brzina svih ¢estica, kao i
vremena, ali su isti za sve ¢estice. Izracunajmo ukupni rad svih sila reakcije na moguéem pomeranju:

N k
Y R,-di, = Y ) Ngrad,f; - dr,
v=1 v=1 i=1

B ofi 8fz ofi
_ZAZ({MV gy +ayd)
- ZA <de Ofig ) ZAaf’ (4.4)

Odatle je jasno da je ukupni rad svih sila reakcije na virtuelnom pomeranju jednak nuli:

N N N

> R,-67,=Y R, d7% —> R,-di, =0. (4.5)
v=1 v=1 v=1

4.3 Dalamber-Lagranzev princip
Napisimo sada osnovni dinamicki zakon za proizvoljnu cesticu v:
muay = ﬁu G EV )

gde smo ukupnu silu koja deluje na cesticu razdvojili na aktivnu silu F, i silu reakcije R,. Ako
svaku takvu jednac¢inu pomnozimo virtuelnim pomeranjem 67, i prosumiramo po svim ¢esticama
dobijamo Dalamber—Lagranzev princip:

N —
;(F m,a l,) or, =0,

tj, ukupni rad svih aktivnih sila i fiktivnih sila inercije (—m,,@,) na virtuelnim pomeranjima idealnih
holonomnih sistema jednak je nuli.

ZADACI

Zadatak 4.3.1. Eksplicitnim racunom pokazati da je rad idealnih sila reakcije na virtuelnom
pomeranju u slucaju Tejlorovog klatna jednak nuli. Tejlorovo klatno je ¢estica mase m koja se
u homogenom gravitacionom polju bez trenja kre¢e po tankom prstenu poluprecnika R, koji rotira
oko svog vertikalnog precnika konstantnom ugaonom brzinom w.



Glava 5

Lagranzeve jednacine

Iz Dalamber—Lagranzevog principa mogu se dobiti tzv. Lagranzeve jednacine:

dor or

= _ =Q;, i=1,---, 1

gde generalisane sile (); poticu samo od aktivnih sila.

5.1 Izvodenje Lagranzevih jednacina

e Posto je
N dw,
5_; - _V(s 7 . _»l/ - _Vv
T ; e, ¢ 1 a n

izraz a,o0r, jednak je

dv <= OF, " dv, oF, " /d or, d or,
@07, = — =-0¢; = =0g; = — U= | =0 ——5— ] ¢ . 5.2
wor dt Py 0q; ¢ — dt Og; 1 Z (dt (U 8qi) v dt 8qi> 1 (5.2)

i=1

Dalje se ovaj izraz moze transformisati uz pomo¢ relacija

or, 0r,

0¢; B 9¢; ’

(5.3)

dor, o dr,

Relacija (j5.3)) se dokazuje polazeci od izraza (3.4]) za brzinu u generalisanim koordinatama:

(5.4)

odakle je

=2 _ T (5.5)



32

GLAVA 5. LAGRANZEVE JEDNACINE

posto je
o or, 0q; 0 Jr,
. =0, 4 =0ij, .- =0. (5.6)
9q; 0q; Iqi dg; Ot
Da bismo pokazali (5.4) potrazi¢emo eksplicitan izraz za (‘ft ‘?92“:

i@ﬁ,_i:i@_ d or,
dt 9g; < 0q; 0q; Gt ot oq

Kako, medutim, parcijalni izvodi po koordinatama i vremenu komutiraju, poslednji izraz se
moze prepisati kao

o 97, A OF, a("aﬁ,. aﬁ)_adfy

900, " o ot~ og \ =0, T ot | T 0 at

gde smo uzeli u obzir i
94;
9q;
¢ime je relacija (5.4) dokazana. Pomocu relacija (5.3)) i (5.4)) izraz (5.2]) dobija oblik

L. ~=[d [ o0v, _ 0t & 1002 10v2
WO =) {a (%) aql] =2 [dt (2 an> - 53%] ;.

—0, (5.7)

pa je
yomasn. = 2o 3 [ (35) - 5]
N N
=z(§2 oY mg 58 )
= 3 (- g gt )
_ Z(diqu ag:)aqi. (5.5)
Kako je

N n
v=1 =1

iz (5.8) i Dalamber-Lagranzevog principa (4.3)) sledi jednakost

n

dor or

i=1

Posto su generalisane koordinate medusobno nezavisne, to su i njihove virtuelne promene d¢;
takode medusobno nezavisne, a kako poslednja jednakost treba da bude zadovoljena za sve
moguce vrednosti d¢g; sledi da svi koeficijenti uz d¢; moraju biti jednaki nuli, odnosno, zaista
vaze Lagranzeve jednacine u obliku (5.1)).
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5.2 Standardni oblik Lagranzevih jednacina

U opstem slucaju sile koje deluju na sistem mogu biti potencijalne i nepotencijalne, pa je

F, = —grad U + F*

v

gde smo zvezdicom obelezili nepotencijalne aktivne sile. Onda i generalisane sile (); mozemo razd-
vojiti na njihov potencijalni i nepotencijalni deo:

N
Qi = Zﬁu 37’,,_ Z 37",,

r=1

i oU ax,, ouU ay,,+aU 0z, Lo
0w, 0 " 0y, 00 0 00) T

gde je

X o, OF
Q=Y F -2
; Iqi

generalisana sila koja odgovara nepotencijalnim silama, a

Z oU 8351, oU 0y, n ou 0z,\ oU
£\ 9z, dg; ¥ By ¢ 02,04)  0a’
pa je

oU

= _8%

*
+ Q5.
Ako ovakav izraz za generalisane sile zamenimo u jednacine (/5.1)) dobijamo

dor T oU

&3% B 0q; B _aQi +Qi 7
odnosno
i@(T—U) B T —-U) _ 0
dt  9q; o
Funkcija
L(q1>"'7Qn7Q17"'7QHat>:T_U (51())

naziva se Lagranzeva funkcija, ili lagranzijan, i pomocu nje se Lagranzeve jednacine piSu u
uobicajenom obliku
d oL 0L

el — = OF ) =1,--- ) 5.11
dt@qz 3qz QZ ’ ! ’ A ( )
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5.3 Osobine Lagranzevih jednacina

Posto prema ([3.7) kineticka energija T ima oblik
BN N .
- 5 Z Alj(q17 * 5y Qn, t)%q] + ZBz(q1a o 7QT17t)QZ + C(Q1> *rt 5y Qn, t) ;
ij=1 i=1
a potencijalna energija U ne zavisi od generalisanih brzina, parcijalni izvodi lagranzijana su jednaki:

oL _1y %-..+ 9B, 9C _0U
a2 4= 0 " 00" T 9g Oa

OL 1< %)
_:_E A — (G B .
o0~ 2 2 Mgy I

Kako je, medutim,
o .. : :
o (di45) = 0ug; + Gidji,
dvostruka suma u izrazu za izvod lagranzijana po generalisanoj brzini svodi se na jednu sumu, tj.
oL 1
aql Z Azg 5lz£]] + QZ(SJZ + Bl Z Al]Q] + Z Azl% + Bl .

2]1

S druge strane, iz izraza (3.8) za koeficijente A;; je jasno da je A;; = Aj;, pa je
oL
a. A iqi Az i B
4, (Z lfJ+Z IQ>‘|’ 1
1 —~
N (z A+ zm) CB— S A B

i=1

DO | =

Dalje je

doL ~(O00L.  00L.\ 00L
dt 94, 0,047 T 04047 ) T ot og

2 " 0A; .. OB. 8Ah . 0B
- 3 (S G+ S+ i) + 3 1 2

j=1 \i=1 J

- .. "~ OAy . . 0A;, 0B\ . 0B
A A i s ) 1P

DY aqjqqﬂr;( - +aqi)q+ -

tako da, konacno, Lagranzeve jednacine u opstem slucaju imaju oblik:

ZAIJ Q7 q] + Z fl'LJ Q7 QZQJ +th Q7 Qz+fl (q7 ) Q?(qqut)v [ = 17 y 1y (512>

2,j=1
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(a) (b)

m,

Slika 5.1: Zadatak (.3.1F Modifikovana Atvudova masina.

gde smo sa ¢ i ¢ kratko oznacili skupove (g1, -+ ,¢s) 1 (¢1,- - ,¢n). Lagranzeve jednacine, dakle,
predstavljaju sistem od n simultanih obi¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda, u kome su
nepoznate funkcije sve generalisane koordinate ¢;(t), ¢ = 1,--- ,n, a nezavisno promenljiva vreme

t. One su linearne po izvodima najviseg reda, §;, a moze se pokazati [I] da se iz njih eksplicitno svi
¢; mogu izraziti preko generalisanih brzina, koordinata i vremena, pa se onda i odatle moze izvuéi
zakljucak da vazi princip kauzalnosti.

Iz Lagranzevih jednacina se za sisteme sa iskljuc¢ivo potencijalnim silama ponekad neposredno
mogu dobiti prvi integrali kretanja. Naime, ako lagranzijan ne zavisi eksplicitno od koordinate ¢;
(takva koordinata zove se ciklicna), odgovarajuca Lagranzeva jednacina ima oblik

d oL 0
dtdg,
odakle je
oL = const
dg; '

ZADACI

Zadatak 5.3.1. (i) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine za sistem prikazan na slici
(a). Cestice masa my, msy i mg kreéu se duz odgovarajuéih vertikala, mase koturova preko kojih su
prebacene niti za koje su zakacene Cestice su zanemarljive, a niti su neistegljive i takode zanemarljive
mase. (ii) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine za sistem prikazan na slici (b). Cestica
mase mjp potopljena je u posudu sa tetnoscu, tako da na tu cesticu od aktivnih sila osim sile
gravitacije deluje i sila otpora sredine oblika F* = —~v, gde je v zadata konstanta, a ¢ brzina
Cestice. (iii) Za sistem opisan u delu (b), naéi konac¢ne jednacine kretanja Cestica, uzimajuéi da
je my = dm, mo = 4m, mg = 2m. U pocCetnom trenutku cestice su mirovale, a polozaje cestica
odrediti u odnosu na njihove pocetne polozaje. (iv) Pod uslovima definisanim u delu (c) odrediti
sile zatezanja niti u proizvoljnom trenutku.
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oQ

Slika 5.2: Slika uz zadatak [£.3.3

Zadatak 5.3.2. Po strmoj ravni mase M, koja lezi na glatkoj horizontalnoj ravni moze da klizi
materijalna tacka mase m. Ceo sistem se kre¢e pod delovanjem homogene gravitacione sile (§ =
—gé€,), a trenje se moze zanemariti. Ugao pod kojim je strma ravan nagnuta u odnosu na horizontalu
jednak je «, a visina strme ravni je h. Smatrati da se materijalna tacka kreée u vertikalnoj ravni
Ozxy, a strma ravan duz z ose.

(i) Vektorskom metodom naéi diferencijalne jednac¢ine kretanja strme ravni i materijalne tacke.
Ako je u pocetnom trenutku sistem mirovao, a materijalna tacka se nalazila na vrhu strme
ravni, izracunati vreme za koje ce ona spustiti do dna strme ravni.

(ii) Eksplicitnim ra¢unom pokazati da je rad sila reakcije (koje treba smatrati idealnim) na
virtuelnom pomeranju jednak nuli.

(iii) Sastaviti lagranzijan i pomoc¢u njega diferencijalne jednacine kretanja.

Zadatak 5.3.3. Kuglica mase m moze da klizi duz glatke Sipke, ucvrséene svojim krajevima u
tackama A i B na kracima pravog ugla AO B, koji rotira oko svog vertikalnog kraka O A konstantnom
ugaonom brzinom w. Kuglica je za tacke A i B zakacena jednakim oprugama, konstanata elasti¢nosti
k i nominalne duzine [. Poznato je da je /OAB = «, kao i da je AB = 2I.

(i) Sastaviti lagranzijan i Lagranzevu jednacinu.

(ii) Ako je w? = k/(msin® ), a u trenutku ¢ = 0 se kuglica nalazila na jednakom rastojanju
od tacaka A i B, pri ¢emu joj je kineticka energija bila jednaka %lewQ sin? v, naéi konaéne
jednacine kretanja kuglice.

Zadatak 5.3.4. Cestica mase m kreée se po nepokretnoj sferi polupre¢nika R u homogenom gravita-
cionom polju (tzv. sferno klatno). Smatrajuéi da je sila reakcije idealna i uzimajuéi za generalisane
koordinate sferne uglove 6 i ¢:

(i) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine.

(ii) Polaze¢i od Lagranzevih jednacina pokazati da ¢ zadovoljava diferencijalnu jednacinu
oblika # = f(0). Kog oblika je funkcija f(6)?
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Slika 5.3: Slika uz zadatak [£.3.5
(iii) Koristeé¢i smenu 6 = %(%92) razdvojiti promenljive u diferencijalnoj jednacini dobijenoj
pod (ii) i prointegraliti je. Pokazati da je tako dobijeni integral kretanja ekvivalentan zakonu
odrzanja ukupne mehanicke energije Cestice.

(iv) Izraziti Dekartove komponente impulsa i momenta impulsa ¢estice u funkciji generalisanih
koordinata i generalisanih brzina. Pomoc¢u teorema impulsa i momenta impulsa ispitati koje
se od ovih veli¢ina odrzavaju, a zatim to pokazati i direktno iz Lagranzevih jednacina.

(v) Naéi konacne jednacine kretanja cestice, ako se ona u po¢etnom trenutku nalazila u na-
jnizoj tacki sfere i imala brzinu intenziteta v = 2/gR.

Zadatak 5.3.5. Homogeni disk mase M i poluprecnika a moze da rotira oko svoje ose, koja je
horizontalno postavljena i ne pomera se. Poznato je da je kineticka energija diska jednaka Ma?p? /4,
gde je ¢ ugao koji opisuje rotaciju diska oko njegove ose. Na disk je namotan konac zanemarljive
mase i duzine [/, koji na svom slobodnom kraju ima zakacenu materijalnu tacku mase m. Sistem
se nalazi u homogenom gravitacionom polju, a materijalna tacka se kre¢e samo duz vertikalne ose

(slika [5.3)).

(i) Smatrajuéi da je konac neistegljiv, kao i da nema proklizavanja, i uzimajuéi ugao ¢ za
generalisanu koordinatu, sastaviti lagranzijan i diferencijalnu jednacinu kretanja ovog sistema.
Ako je u pocetnom trenutku konac bio potpuno namotan, a disk i materijalna tacka mirovali
(materijalna tacka se nalazila na kraju horizontalnog precnika diska), na¢i ugaonu brzinu ¢
diska u trenutku kada se konac potpuno razmota.

(i) Sastaviti lagranzijan i diferencijalne jednacine kretanja pretpostavljajuéi da je konac is-
tegljiv. Smatrati da je potencijalna energija elasti¢nosti konca jednaka %kﬂ, gde je x izduzenje
konca, a k konstanta elasticnosti. Pokazati da se kretanje tacke m moze opisati kao super-
pozicija ravnomerno ubrzanog kretanja, sa istim ubrzanjem kao u delu pod (i), i oscilacija
sa frekvencom w = \/k(M + 2m)/(mM). Naéi amplitudu tih oscilacija, ako je u potetnom
trenutku sistem mirovao, a konac bio neistegnut.

Zadatak 5.3.6. Na slici je prikazan sistem koji se sastoji od tri materijalne tacke, jednakih masa
m, koje su medusobno povezane krutim tankim Sipkama istih duzina a i zanemarljivih masa. Ceo
sistem rotira konstantnom ugaonom brzinom (2 oko vertikalne ose u homogenom gravitacionom
polju, pri ¢emu je tacka A fiksirana na osi rotacije, a ¢estica u tacki B moze da se krece duz te ose

bez trenja (slika [5.4).

(i) Uzimajuéi ugao 6 za generalisanu koordinatu sastaviti lagranzijan i Lagranzevu jednacinu
za ovaj sistem.
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Slika 5.4: Slika uz zadatak [£.3.6

(ii) Pomo¢u Lagranzeve jednacine ispitati da li se ukupna mehanicka energija sistema odrzava.

(iii) Pokazati da za © > 4/ %" postoji ugao 0y, takav da za 0 = 05+, gde je n mala veli¢ina, La-

granzeva jednacina dobija oblik jednacine linearnog harmonijskog oscilatora. Cemu je jednako
6 1 kolika je frekvenca odgovarajué¢ih malih oscilacija?

(iv) Ako je @ = /22, a u pocetnom trenutku je 0(0) = a < 11i 0(0) = 0, pokazati da je
vreme T potrebno da se tacka B spusti u najnizi moguci polozaj priblizno jednako:

) a/adex/l—i—%?
T=4,/— —_—.
2g0 '/Oé4—94

Uputstvo: U ovom slucaju nije dovoljno linearizovati Lagranzevu jednacinu, veé je potrebno
sve funkcije promenljive € koje se javljaju u jednacini razviti u red do clanova drugog stepena.

Zadatak 5.3.7. Materijalna tacka mase m krece se po povrsini glatkog nepokretnog kruznog konusa
¢iji je vrh centar privlacne sile obrnuto proporcionalne kubu rastojanja r od njega:

— kE*m _
F = —T—36,, s

gde je k zadata realna konstanta, a €, = 7/r. Ugao izmedu ose konusa i njegove izvodnice je .

(i) Uzimajuéi za generalisane koordinate sferne koordinate r i ¢, u sistemu u kome se ugao 6
definise u odnosu na osu konusa, sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine.

(ii) Nadi r(t) za proizvoljne pocetne uslove.
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y A

Slika 5.5: Slika uz zadatak £.3.8

(iii) Kakva treba da bude pocetna brzina cestice da bi se ona u svakom trenutku nalazila na
rastojanju ro od vrha konusa? Kolika je sila reakcije konusa u tom slucaju?

Zadatak 5.3.8. Cestica mase m, na koju ne deluju spoljasnje sile, laganim neistegljivim koncem
zakacena je za nepokretan cilindar radijusa R. U pocetku je konac bio potpuno namotan na cilindar,
tako da ga je cestica dodirivala. U trenutku ¢ = 0 cestici je saopstena brzina intenziteta vy u
radijalnom pravcu, pa konac pocinje da se odmotava.

(i) Sastaviti lagranzijan i Lagranzevu jednacinu, birajuéi generalisanu koordinatu na naj-
pogodniji nacin.

(ii) Ako se kretanje ¢estice odvija u ravni Oxy, gde O lezi na osi cilindra, a orijentacija osa je
izabrana tako da se u poc¢etnom trenutku Cestica nalazila na y osi, tj. u tacki (x =0,y = R),
nadi z(t) i y(t).

(iii) Ako je ukupna duzina konca jednaka L, nakon kog vremena ¢e se konac potpuno razmo-
tati?

(iv) Izracunati intenzitet NNV sile zatezanja konca u proizvoljnom trenutku.
(v) Izracunati moment impulsa ¢estice u proizvoljnom trenutku.
Zadatak 5.3.9. Na kolicima mase M, koja mogu da se kre¢u duz x-ose, nalazi se matematicko

klatno duzine [ i mase m. Za generalisane koordinate uzeti x i 6 - ugao otklona klatna od vertikale
(x-osa lezi u ravni oscilovanja klatna).
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N N/

. Formirati lagranzijan sistema i Lagranzeve jednacine.
. Nadi diferencijalnu jednacinu koja opisuje samo 60(t).

. Ako je M = 2m, 6(0) = n/3, z(0) = 0, #(0) = 0 i #(0) = 0, naéi brzinu kolica u trenutku

kada klatno zauzme vertikalan polozaj.

. Za slucaj M = 2m nadi opste reSenje diferencijalnih jednacina kretanja, tj. x(t) i 6(t),

smatrajuc¢i da ugao 6 u toku kretanja ima male vrednosti.



Glava 6

Specijalni problemi

6.1 Jednodimenzionalni sistemi

6.1.1 Linarni harmonijski oscilator

Posmatrajmo sistem koji se sastoji od jedne cestice mase m, koja se kre¢e duz x—ose, tako
Sto je vezana za elesti¢nu oprugu, koeficijenta elasti¢nosti k. Ako za koordinatni pocetak uzmemo

ravnotezni polozaj, onda je sila kojom opruga deluje na cesticu F = —kzé,. Jednacine veze su y=20
i 2 = 0, a za generalisanu koordinatu je najzgodnije uzeti z—koordinatu. Rad koji izvrsi elasticna
sila na elementarnom pomeranju dr = dzé, jednak je: F-dF = —kzdz = —d (%kﬁ), Sto znadi da
se radi o potencijalnoj sili kojoj odgovara potencijalna energija U(z) = %ka. Kineticka energija

jednaka je T = 3md?, pa je lagranzijan: L =T — U = 3(ma* — ka?). Ako uvedemo konstantu w,

tako da je koeficijent elasti¢nosti jednak k = mw?, lagranzijan postaje

L= %m(ﬁcQ —wi?), (6.1)
a Lagranzeva jednacina se lako dovodi na oblik
i+wlr=0. (6.2)
Opste resenje ove jednacine (jednacina linearnog harmonijskog oscilatora) je
x(t) = Acos(wt + a),
gde su A i a konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova:
zg =2(0) = Acosar, 19=2(0) =—Awsina.

Iz poslednje dve jednacine lako se nalazi
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Slika 6.1: Matematicko klatno.

6.1.2 Matematicko klatno

Matematicko klatno je sistem koji se sastoji od jedne Cestice, mase m, koja se u homogenom
gravitacionom polju kreée po kruznici poluprecnika R, koja lezi u vertikalnoj ravni. Ako koordinatni
sistem izaberemo tako da mu je pocetak u centru kruznice, da kruznica lezi u ravni z = 0, a da je
gravitaciono ubrzanje § = ge,, (slika , jednacine veza mozemo da napisemo u obliku:

2=0, ?+y"—R=0.

Posto postoje dve veze, sistem ima jedan stepen slobode, a za generalisanu koordinatu je zgodno
izabrati ugao ¢, koji vektor polozaja cestice zaklapa sa x-osom. Kako je z = Rcosp, ay = Rsinp,
kineticka energija klatna je

1 1
T= 5771(.772 +y2 +22) = §mR2 .2,

a potencijalna energija U = —mgx = —mgR cos ¢, pa je lagranzijan

1
L= émRngQ +mgRcos g . (6.3)

Ako su sile reakcije idealne, onda je zadovoljena Lagranzeva jednacina, koja se u ovom slucaju svodi

na oblik

gb—l—}%sin@:O. (6.4)

Ako pri kretanju ugao ¢ stalno ostaje vrlo mali, onda je sin ¢ = ¢, pa se jednacina (6.4)) svodi na
jednacinu tipa jednacine linearnog harmonijskog oscilatora:

. g
Lor=0
(10+R90 Y

gpzACOS(M%IH—Oz) ,

Cije je opsSte reSenje
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Sto znaci da u tom slucaju klatno vrsi male harmonijske oscilacije. U opstem slucaju jednacina
(6.4) se moze pojednostaviti ako se ¢ napise kao

,_ 4o _dpde  do d (1,
PTU T dpdt Pdp  dp \27 )

tako da se iz (6.4]) dobija

1 1
d (§¢2> + %singpdgp =0 = §¢2 — %cosgp = const .
Ako se poslednja dobijena jedna¢ina pomnozi sa mR?, onda izraz sa leve strane tako dobijene
jednacine predstavlja ukupnu mehanicku energiju matematickog klatna, koja se, dakle, odrzava, tj.

1
E = §mR2gb2 — mgR cos p = const . (6.5)

Ovaj zakljucak sledi i iz teoreme kineticke energije. Naime, posto su veze stacionarne, rad sila
reakcije (koje su ovde idealne) na moguéem pomeranju je jednak nuli, pa sledi da je dT' = —dU, t;j.
d(T 4+ U) = dE = 0. Poslednje rezonovanje nije ni¢im specijalno vezano za slu¢aj matematickog
klatna, pa sasvim generalno vazi da se ukupna mehanicka energija sistema sa stacionarnim
vezama, u kojima su sile reakcije idealne, a aktivne sile konzervativne, odrzava.

Zakon odrzanja energije omogucava da se kretanje matematickog klatna kavlitativno analizira.
Naime, possto je kineticka energija po definiciji nenegativna veli¢ina, kretanje je mogucée samo ako
je zadovoljen uslov & > U, tj. ako je E > —mgRcosp. Iz tog uslova direktno sledi da su, u
zavisnosti od vrednosti ukupne mehanicke energije £ (odnosno od pocetnih uslova), moguce tri
kvalitativno razlicite vrste kretanja:

e Ako je —mgR < E < mgR, sigurno postoji ugao 0 < a < 7 takav da je F = —mgR cosa,
pa se iz zakona odrzanja energije vidi da se ugao ¢ u ovom slucaju moze da se menja
od —a do a, a za ¢ = Fa kineticka energija je jednaka nuli. Klatno, dakle, u ovom slucaju
osciluje izmedu —a i o, pa se ovakva vrsta kretanja naziva oscilatorno kretanje. Moze se
pokazati da period ovakvih oscilacija za konac¢ne amplitude «, za razliku od malih oscilacija,
zavisi od amplitude [I], 2.

e Za energije veCe od potencijalne energije klatna u najvisoj tacki, £ > mgR, klatno vrsi tzv.
progresivno kretanje. U najvisoj tacki kruznice, klatno jo§ uvek ima brzinu veéu od nule,
tako da moze da prode kroz tu tacku i nastavi da se krece. I ovo kretanje je periodi¢no i moze
se pokazati da period zavisi od energije (Sto je energija vecéa period je manji, [2]).

e Ako je F = mgR zakon odrzanja energije dozvoljava da matematicko klatno dostigne najvisi
polozaj na kruznici, ali ne i da prode kroz njega. Ispostavlja se (Sto ¢e biti pokazano u daljem
tekstu) da se klatno asimptotski, kada ¢ — oo, asimptotski priblizava tom polozaju, pa se
zbog toga ovakva vrsta kretanja matematickog klatna naziva asimptotsko kretanje.

Jednacina ([6.5)) predstavlja diferencijalnu jednac¢inu prvog reda, koja dozvoljava razdvajanje
promenljivih, tj. iz nje se lako dobija

d
Ld =4,/ ZLat.
\/2(cos<p+%{) R
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Ako se za pocetni trenutak izabere trenutak u kome se klatno nalazi u najnizem polozaju ¢(t =
0) =01 uzme da je $(0) > 0 (¢ime se, zbog simetrije problema, ne smanjuje opstost), dalje sledi

©(t)
/9, _ / dyp
R ) \/2(Cosg0 + %)

sto implicitno predstavlja kona¢nu jednacinu kretanja o(t), izrazenu u kvadraturama. Integral sa
desne strane poslednje jednacine se moze izraziti preko elementarnih funkcija samo u slucaju kada
je E =mgR. Naime, tada je

o(t)

\f - W / cos(io//22

a poslednji integral se pomoc¢u trigonometrijske smene

a = tg(p/4)
lako svodi na tabli¢ni, tako da se pravolinijski dobija kona¢na jednacina kretanja u obliku

9

R —1

e

o(t) = 4arctgg— :
=

e\/; +1

Iz dobijene konacne jednacine kretanja se zaista vidi da za t — oo ugao ¢ — m, tj. materijalna

tacka se asimptotski priblizava najvisem polozaju na kruznici po kojoj se krece.

(6.6)

6.1.3 Jednodimenzionalni konzervativni sistemi sa stacionarnim vezama

Ako su veze stacionarne i n = 1 jedina generalisana koordinata ¢ sigurno moze da se izabere
tako da kineticka energija 1" ima oblik

a lagranzijan

Lagranzeva jednacina onda ima oblik

lda(q) ., dU
a(a)i + 5 T

=0 (6.7)

i moze, slicno kao u slucaju matematickog klatna, da se transformise tako da se iz nje dobije prvi
integral kretanja koji je ekvivalentan zakonu odrzanja energije

1
E= §a(q)q2 + U(q) = const ,
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pomocu koga se dalje mogu razdvojiti promenljive, odakle onda sledi i kona¢na jednacina kretanja
u kvadraturama.

Neka za ¢ = o sistem miruje u polozaju ¢ = qo. Iz jednacine kretanja sledi da je to moguée
jedino ako je u tom polozaju zadovoljen uslov % = 0. Pretpostavimo da smo izveli sistem iz ovog
ravnoteznog polozaja, tako da je ¢ = qo + 1, gde je n mala veli¢cina. Ako u Lagranzevoj jednacini
razvijemo sve veli¢ine u red oko ¢g i zadrzimo samo linearne ¢lanove (tj. izvr§imo tzv. linearizaciju

jednacine, posto je n malo), dobijamo slede¢u jednacinu

U"(40)

)

n=0. (6.8)

Kako je a(q) > 0 (posto je T > 0), za U"(qp) > 0 prethodna jednacina ima oblik jednacine
linearnog harmonijskog oscilatora, tj. sistem harmonijski osciluje oko takvog polozaja ravnoteze.
Drugim rec¢ima, ako u poloZaju mirovanja potencijalna energija ima minimum, sistem se u tom
poloZaju nalazi u stabilnoj ravnotezi.

Ako je U"(qo) < 0, opste resenje poslednje jednacine je

B U//<q0)

t) = AeM + Be ™, N2 =
() a0)

odakle se vidi da se za t — oo sistem beskonac¢no udaljava od ravnoteznog polozaja, tj. polozaj
maksimuma potencijalne energije odgovara nestabilnoj ravnotezi. Naravno, to istovremeno znaci
i da postupak linearizacije u ovom sluc¢aju nije opravdan, jer n nije malo u svakom vremenskom
trenutku. Jasno je, takode, da postupak linearizacije ne daje nikakav smisleni rezultat ni u sluc¢aju

kada je U"(qp) = 0.

ZADACI

Zadatak 6.1.1. Izvesti formulu (6.6)).

Zadatak 6.1.2. Potencijalna energija U ¢estice mase m, koja se krece duz x ose, ima oblik U(z) =
cx/(x* + a?), gde su ¢ i a pozitivne konstante. Skicirati grafik funkcije U(z). Nadi polozaj stabilne
ravnoteze, kao i period malih oscilacija oko njega. Ako je poznato da Cestica krece iz tog polozaja
ravnoteze, sa poc¢etnom brzinom v, naéi vrednosti v za koje ¢e ¢estica (a) oscilovati, (b) oti¢i u —oo,
(c) otiéi u 4oo0.

Zadatak 6.1.3. Gladak prsten u obliku kruznice
polupreénika r i zanemarljive mase, koji je postavljen z)
na horizontalnu podlogu preko dve jednake opruge (istih
koeficijenata elasti¢nosti k), kao na slici, moze translatorno

da se kreée u vertikalnoj ravni. Po unutrasnoj strani prstena

moze da se krece materijalna tacka mase m. Resiti prob-

lem malih oscilacija ovog sistema oko stabilnog polozaja 0
ravnoteze.
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6.2 Male oscilacije konzervativnih sistema sa stacionarnim
vezama

U ovom delu baviéemo se malim oscilacijama idealnih konzervativnih sistema sa holonomnim
stacionarnim vezama. Pre nego S$to razmotrimo opsti sluc¢aj uradi¢emo jedan konkretan primer sa
dva stepena slobode.

Primer 6.2.1. Razmotrimo sistem koji se sastoji od dve materijalne tacke jednakih masa m, koje
se u homogenom gravitacionom polju kreéu duz iste vertikale. Cestice su medusobno povezane
oprugom koeficijenta elasti¢nosti k, nominalne duzine [. Takode, svaka od cCestica povezana je
oprugom sa horizontalnim zidom, kao §to je pokazano na slici[6.2] Rastojanje izmedu horizontalnih
zidova je konstantno i iznosi a, a opruge kojima su Cestice povezane sa zidovima su iste kao i opruga
koja povezuje cestice. Jasno je da se radi o sistemu sa dva stepena slobode, a za generalisane
koordinate ¢emo izabrati visine x; i w9 Cestica 1 i 2, redom, u odnosu na donji zid. Kineticka
energija sistema je onda jednaka:

1
T = 5m(g‘:f + 2),

a potencijalna:

1 1 1
U = mgz, + mgxs + §k(xl -0+ §k(:€2 -z = 1)+ §k(a — 1 —x9)%.
Zamenom lagranzijana L = T'— U u Lagranzeve jednacine dobija se sledeci sistem diferencijalnih
jednacina:
i’l + 2—77];%1 — %1’2 = —g
—%xl—Fi'g—Fin—ka:—g‘i‘]:n_a
iz kojeg se vidi da sistem moZe da miruje u polozaju x; = 2%, x5 = 29, koji zadovoljava algebarske

jednacine:

Resavanjem ovog sistema algebarskih jednacina dobija se da je:
1 2
X =ca-9 02, 19

3 k 3 k-

S druge strane, posto je

ou
oo mg + k(zy — 1) — k(xg —x1 — 1),
ou
o mg + k(xe —x1 — 1) —k(a — 1 —z2),
i
2 2 2
8(52%’ o°U . 35:2/@
Oxs 011014 Oxs
vidi se da su zadovoljeni uslovi
U U U 5T edm | _ap
a. = ) a :07 _2>07 82(1] 92U :Sk >O,
91 |, 92|, O Oz10z3 013
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Slika 6.2: Male oscilacije sistema sa dva stepena slobode.

§to znaci da u polozaju z; = 29, x5 = 29 potencijalna energija U ima lokalni minimum.
Dalje nas zanima Sta se desava ako sistem izvedemo iz ovog ravnoteznog polozaja. Uvedimo

nove koordinate 7; i 1, koje mere udaljenost sistema od polozaja (z9, x9):

0 0
L1 =2y +M, XT2=Tyg+MN.

Nakon ove smene diferencijalne jednacine kretanja sistema dobijaju oblik:
. 2k k
m + —m - —n =0
) pl3 (6.9)
- —m + 12 + —n =0
m m

Resenje trazimo u obliku:
ni(t) = Ay cos(wt + ), ma(t) = Az cos(wt + ) .
Zamenom u dobijamo da amplitude A; i A, treba da zadovoljavaju sistem algebarskih jednacina:

—w?+ % —k A
( G _w2$%)(A;>=0 (6.10)

m
Posto se radi o homogenom sistemu linearnih jednacina, a trazimo netrivijalno resenje sledi da
determinanta ovog sistema treba da bude jednaka nuli, tj:

—wr 4 2 =P k 3k

odakle sledi da su moguée vrednosti za w?:

, 3k
wlz_, w2:—
m m

Zamenjujuéi redom nadene vrednosti za w? u sistem (6.10) nalazimo odnos izmedu amplituda za
svaku pojedinacnu frekvencu w, a onda i odgovarajuci oblik partikularnog resenja sistema diferen-

cijalnih jednacina :
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e w=uw: Aﬁ” = AS)

ni = Al cos(wnt +a), nf? = A cos(wit + alh)

® W =ws: AP = —Agz)
= AgZ) cos(wat + a?), n§2) = —A?) cos(wat + a?)

Konaé¢no, opste reSenje sistema dobijamo kao linearnu kombinaciju nadenih partikularnih
reSenja, koja moze da se napiSe u matricnom obliku kao:

( Z;Eig ) — Ky cos(wnt + a) ( | ) + Ky cos(wat + a®) < ! ) |

Polozaji cestica 11 2 su onda u proizvoljnom trenutku ¢ odredeni kona¢nim jednacinama kretanja:
vi(t) =27 +m(t),  @a(t) =25 +m(t).

Konstante K7, Ky, oM i o® odreduju se iz pocetnih uslova. Vidimo da kretanje sistema nakon

njegovog izvodenja iz polozaja mirovanja u kome potencijalna energija ima minimum moze da se

predstavi kao linearna kombinacija harmonijskih oscilacija, kojima odgovaraju frekvence w; = \/g

1wy = @/%, v sto znaci da se u tom polozaju sistem nalazi u stabilnoj ravnotezi. Ispostavlja se da

slicno vazi za proizvoljan n-dimenzionalan idealan konzervativan sistem sa stacionarnim vezama,
Sto ¢e biti pokazano u slede¢em odeljku.

6.2.1 Lezen-Dirihleova teorema

Posmatrajmo idealan holonoman sistem sa n stepeni slobode, na koji deluju samo konzervativne
aktivne sile, a veze su stacionarne. Zbog stacionarnosti veza generalisane koordinate ¢; sigurno
mogu da se izaberu tako da kineticka energija bude homogena kvadratna funkcija generalisanih
brzina, a zbog konzervativnosti sila potencijalna energija U ne zavisi eksplicitno od vremena, tako
da lagranzijan sistema ima oblik

LS As@id - U@, (6.12)
2 £

Lagranzeve jednacine za ovakav sistem imaju oblik

aAlz .. aAU aU
ZAl]q]‘f'Z il + =00 I=1m (6.13)
i,j=1 w
Ako sistem moze da miruje u nekom polozaju (¢ ..., q%), tj. ako ¢; = ¢7, i = 1,...,n jeste resenje

sistema Lagranzevih jednac¢ina, onda je i ¢; = 0, odnosno §; = 0, za svako ¢, pa iz jednacina sledi
da moraju biti zadovoljeni i uslovi

ou

—1 =0. 6.14
. (6.14)
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Pretpostavimo da u tom polozaju potencijalna energija U ima minimum. Pretpostavimo dalje da
smo ovom sistemu, koji se prvobitno nalazio u ravnotezi u polozaju (¢?,49, - ,¢°) dodali malo
energije, tako da je on poceo da se kre¢e. Uvedimo nove generalisane koordinate 7; koje opisuju za
koliko se sistem pomerio iz polozaja ravnoteze:

n=q—q. (6.15)

Ako su vrednosti 7; male po apsolutnoj vrednosti, moze da se izvrsi linearizacija Lagranzevih
jednacina ((6.13)), nakon Cega se dobija sledeéi sistem diferencijalnih jednacina

n

Z (aijii; +bijn;)) =0, i=1,---,n, (6.16)

j=1
gde su koeficijenti a;; i b;; definisani kao:

U
aQia% q° .

Q5 = Aij(QO) ) bij (6-17)

Iz definicije koeficijenata A;; sledi da je A;; = Aj;, pa onda vazi i a;; = a;;, a takode je jasno i da
je bij = bﬂ
Ako pretpostavimo da resenje sistema diferencijalnih jednac¢ina (|6.16]) ima oblik

1;i(t) = Aj cos(wt + o) , (6.18)

onda, zbog
ii;(t) = —w?A; cos(wt + a), (6.19)

posle skra¢ivanja svih jednacina sa cos(wt 4+ «), dobijamo sistem od n homogenih linearnih alge-

barskih jednacina

> (—wPay;+by) Ay =0, i=1--,n . (6.20)

Jj=1

Ovakav sistem ima netrivijalno resenje (po amplitudama A;) samo ako mu je determinanta jednaka
nuli, tj. ako je zadovoljena jednacina

‘(—wzaij + bl])‘ =0. (621)

Leva strana ove jednacine ima oblik polinoma stepena n po kvadratu frekvence w, tako da (prema

osnovnom stavu algebre) ona sigurno ima n resenja za w* w? w3, ..., w?. Neka od ovih reSenja

n
mogu da se poklapaju (tzv. viSestruki koren ili degenerisano resenje), a unapred se jedino zna da

su w? kompleksni brojevi.

Neka je w? bilo koje od n resenja jednacine (6.21)), a Agk), e ,Aff) netrivijalno resenje sistema
(6.20), koje se dobija kada se u njega zameni w? = w?. Pomnozimo i—tu jednac¢inu sistema ((6.20))
kompleksno konjugovanom i—tom amplitudom AZ(-k)* i prosumirajmo po ¢ od 1 do n. Na taj nacin

dobijamo jednacinu

> (—wiai; +by) APAP =0, (6.22)

ij=1
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odakle je

ij=1

& (k)x 4 (k)
Z aiin Aj

t,j=1

(6.23)

wp =

Sto je sigurno pozitivno, posto su obe dvostruke sume u poslednjem koli¢niku pozitivne. Naime,
N R : . .
neka je A, = R; +il;, gde je ¢ imaginarna jedinica, a R; i I; redom realni i imaginarni deo

amplitude A§k). Onda je

> by AAY = N b(Ry — i) (R +ily) = Y by[RiR; + LI+ i(I;R; — LR;)].

3,7=1 1,7=1 1,7=1

Zbog simetricnosti koeficijenata b;; imaginarni deo ove sume jednak je nuli, posto je

Zn: bijI;R; = Zn: bjil; Ry = zn: bijIiR; ,

3,j=1 3,j=1 3,j=1

gde smo prvo iskoristili b;; = bj;, a zatim promenili redosled sumiranja, tj. zamenili mesta nemim
indeksima i i j u dvostrukoj sumi. Dalje, imajuéi u vidu da je (¢?, ..., ¢°) ravnotezna konfiguracija
sistema u kojoj potencijalna energija U ima minimum, kao i da Tejlorov razvoj te funkcije u okolini
ove konfiguracije ima oblik

1 n
i,7=1

zakljucujemo da za proizvoljne dovoljno male realne vrednosti 7; dvostruka suma u ovom razvoju
mora uvek da bude pozitivna, tj:

Z bijnin; >0,
ig=1

Odatle direktno sledi da je i

> by AAY = N by(RiR; + L) > 0.

ij=1 ij=1
Na slican nac¢in se dolazi do zakljucka i da je

n

> a A AY =N ay(RiR; + 1) > 0,

J
ij=1 ij=1

pri cemu se koristi ¢injenica da je kineticka energija
Il
T= 3 Z aiNi; > 0

ij=1
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pozitivna za proizvoljne vrednosti 7);, kao i simetri¢nost koeficijenata a;;. Na taj nacin smo pokazali
da su obe sume, u brojiocu i imeniocu koli¢nika u izrazu za wi pozitivne, pa je i w} pozitivan
broj. Iz sistema , u kome su koeficijenti realni brojevi, onda sledi da sigurno postoje i realna
netrivijalna resenja za amplitude Agk). Posto je w? pozitivan broj, samo wy je realan broj, pa
odgovarajuée partikularno resenje sistema diferencijalnih jednacina ima, oblik

n(t) = AP cos(wit +ax), i=1,,m, (6.24)

gde za wy mozemo da uzmemo pozitivni koren broja w?. Opste resenje sistema Lagranzevih
jednacina (6.16|) je linearna kombinacija partikularnih resenja:

ni(t) = Z CkAgk) cos(wpt + ), i=1,...,n (6.25)
k=1
ili u matricnom zapisu:
k k
n n U§) n f4§)
= Z Ck : = Z C cos(wit + ay) : . (6.26)
T k=1 ngk) k=1 A%k)

Zmnaci, odstupanja generalisanih koordinata od njihovih ravnoteznih vrednosti u okolini minimuma
potencijalne energije sistema su linearne kombinacije periodi¢nih funkcija oblika cos(wit + o).
Drugim rec¢ima, sistem vrsi male oscilacije oko polozaja sa minimalnom potencijalnom energijom,
$to znaci da vazi Lezen—Dirihleova teorema: konfiguracija kojoj odgovara minimum potencijalne
energije predstavlja poloZaj stabilne ravnoteZe konzervativnog sistema sa stacionarnim vezama. Bro-
jevi C u opstem resenju, zajedno sa fazama a4, predstavljaju 2n neodredenih konstanata, koje se
nalaze iz po¢etnih uslova 7;(0), 7;(0), odnosno pocetnih uslova za generalisane koordinate g; i genera-
lisane brzine ¢;. Amplitude Agk), i=1,...,nuslucaju kada je w? jednostruki koren jednacine
predstavljaju bilo koje netrivijalno reSenje sistema . Dvodimenzionalni primer sa pocetka ovog
dela odgovara tom sluc¢aju - koreni jednacine su razli¢iti, tj. nema degeneracije. U slucaju
kada je w? viSestruki koren degeneracije m > 1, ispostavlja se da postoji m linearno nezavisnih
netrivijalnih resenja (Agk’l), .. ,A;’“”), [l =1,...,m sistema . Za formiranje opSteg resenja
problema malih oscilacija dovoljno je nac¢i jedan konkretan skup takvih reSenja i zameniti ga u
(16.26)).

6.2.2 Normalne frekvence i koordinate

Pozitivni brojevi wg, k = 1,--- ,n, dobijeni resavanjem jednacine ([6.21)) nazivaju se normalne
frekvence. Uvedimo sada umesto koordinata n; tzv. normalne koordinate &;, koje se definisu
kao

& = C;cos(wit + o) . (6.27)

Iz (6.26]) se vidi da je
ni=3 AVg. n=> AMg, (6.28)
k=1 k=1
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pa zamenom ovih izraza u aproksimativni izraz za Lagranzevu funkciju

n

o1 ol
L(n,7n) = 2 Z @il = 5 Z bijning ,

3,j=1 1,j=1

sledi da je u normalnim koordinatama

i,j=1 ,j=1
1 n o n n
- 53 fa () e (S naray)
k=1 ij=1 ij=1
1 <& ..
= 3 > (aszlfk - @czfz&c) 7 (6.29)
kl=1
gde su uvedene oznake
A = Z CLijAZ(k)ASl) s ﬁkl = Z bUAEk)Agl) 4 (630)
ij=1 ij=1

Amplitude Aﬁ»l) su reSenja sistema (6.20]) kada je w = wy, tj. zadovoljavaju jednacine:

> (~wlay +by) AV =0, =1, ,n. (6.31)

=1

Pomnozimo svaku od ovih jednacina odgovaraju¢om amplitudom Agk) i prosumirajmo po ¢ od 1 do
n. Na taj nacin dobijamo jednac¢inu

n

> (—whai; +by) AVAY =0, (6.32)
ij=1
odakle je
by AR AY
2 @;I T Bri
wp = = = —) (6.33)
Z ai~A(k)A(l) Qg
Pyt J* " J
odnosno
B = wiom . (6.34)
Analogno bismo mogli da dobijemo i relaciju
B = wiauy, - (6.35)

Medutim, posto je a;; = aj;, koeficijenti ay; imaju osobinu

n n n n

an =y agANAY =3 0 AN AY = 3 a AN AL = 3 0 AP AT = oy

ij=1 i,5=1 i,j=1 i,j=1
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i, zbog b;; = bj;, potpuno analogno sledi

Bt = D - (6.36)
Oduzimanjem jednacina ((6.34]) i (6.35]) dobijamo:
(Wi —wi)aw =0, (6.37)

odakle za w; # wy sledi agy = 0, pa je onda, zbog (6.34)), i By = 0. Znagci, ako su svi koreni jednacine
(6.21]) jednostruki, dvostruka suma u izrazu (6.29)) za lagranzijan svodi se na jednu sumu oblika

L= %Z (O"f’céi - ﬂk’f@ = %Z Clkk (52 - wifi) : (6.38)
k=1

tj. lagranzijan se koriséenjem normalnih koordinata svodi na zbir od n medusobno nezavisnih sabi-
raka, od kojih svaki ima oblik lagranZijana linearnog harmonijskog oscilatora cija je frekvenca
jednaka odgovarajucoj normalnoj frekvenci. Slican zakljucak se moze izvesti i u slucaju kada
jednacina ima visestruke korene.

ZADACI

Zadatak 6.2.1. Pod delovanjem sila elasticnosti opruga cestice prikazane na slici mogu da se kre¢u
samo duz horizontalnog pravca AB.

1 2
A “AAAAAA-OMAAAANOAAAAAA - B
kMmoo Mk

(a) Izracunati normalne frekvence malih oscilacija ovog sistema.

(b) Resiti problem malih oscilacija ovog sistema, ako u po¢etnom trenutku cCestica 1 ima brzinu vy,
cestica 2 miruje, a obe Cestice se nalaze u svojim ravnoteznim polozajima.

(c) Resiti problem malih oscilacija ovog sistema, ako se u pocetnom trenutku cestica 1 nalazi na
rastojanju a od svog ravnoteznog polozaja, Cestica 2 je u svom ravnoteznom polozaju, a obe Cestice
miruju.

Zadatak 6.2.2. Materijalna tacka mase M krece se po horizontalnoj pravoj, pri ¢emu je oprugom,
koeficijenta elasti¢nosti k i nominalne duzine a, vezana za vertikalan zid. Na ovu tacku zakaceno je
matematicko klatno, mase m i duzine R.

k; a M
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(a) Uzimajuéi za generalisane koordinate rastojanje x tela M od vertikalnog zida i ugao ¢ otklona
matematickog klatna od vertikale, sastaviti lagranzijan i napisati Lagranzeve jednacine.

(b) Sastaviti diferencijalne jednacine kretanja ako pored gravitacione i elasti¢ne sile na tela deluje
i sila otpora sredine, oblika —y, gde je v zadata konstanta (ista za obe materijalne tacke).

(c) U slucaju kada je M = m i v = 0, naéi normalne frekvence malih oscilacija oko stabilnog
polozaja ravnoteze.

(d) U slucaju kada je M =m, v =01 k/m = g/R nadi konacne jednacine kretanja za proizvoljne
pocetne uslove pri kojima dolazi do malih oscilacija (tj. naéi opste reSenje problema malih oscilacija).

Zadatak 6.2.3. Eksplicitnim ra¢cunom pokazati da lagranzijan sistema definisanog u Primeru [6.2.1},
u normalnim koordinatama ima oblik ((6.38)).

Zadatak 6.2.4. Pokazati da u slucaju kada je w? viSestruki koren degeneracije m > 1 postoji m
linearno nezavisnih netrivijalnih resenja (A(lk’l), . ,A,(f’l)), l=1,...,m sistema 1}

6.3 Centralno kretanje

Kazemo da Cestica vrsi centralno kretan_]e ako je u svakom trenutku njen vektor polozaja 7
kolinearan sa silom F koja deluje na nju. Sila F se u tom slucaju naziva centralnom silom i u
najopstijem slucaju ima oblik

F=F(F6,t)— .

T
Znaci, pravac sile koja deluje na cesticu pri ovakvom kretanju uvek prolazi kroz tacku u odnosu na
koju odredujemo polozaj ¢estice (koordinatni pocetak). U kontekstu problema centralnog kretanja
tu tacku ¢emo zvati centrom sile.

(6.39)

6.3.1 Zakoni odrzanja i jednacine kretanja

Posto je centralna sila kolinearna sa vektorom polozaja cestice, moment te sile u odnosu na
centar je jednak nuli, a to, po teoremi momenta impulsa , zna¢i da se moment impulsa M
cestice pri centralnom kretanju ne menja. Odatle sledi da se cCestica krece u jednoj te istoj ravni,
normalnoj na vektor M , odredenoj pocetnim vektorom polozaja i po¢etnom brzinom cestice. To
dalje zna¢i da se efektivno cestica kree kao da ima dva stepena slobode, pa je najzgodnije za
generalisane koordinate izabrati polarne koordinate r i ¢ u ravni u kojoj se cestica krece. Ako
vektore polozaja i brzine izrazimo u polarnim koordinatama, za moment impulsa dobijamo izraz

M=7x (m?) = mré, x (e, + rge,) = mrige, (6.40)

pa iz zakona odrzanja momenta impulsa sledi

M = mr*¢ = const . (6.41)

U daljem izlaganju ¢emo posmatrati specijalan slucaj centralne sile, ¢iji intenzitet zavisi samo
od rastojanja r od centra sile, tj. slucaj kada je sila oblika

F=F(r) (6.42)

,]?
7
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Elementarni rad dA koji izvrsi ovakva sila jednak je
dA = F.dF = F(r)dr = —d/(—F(r)) dr (6.43)
sto znaci da je ona konzervativna, a odgovarajuc¢a potencijalna energija je

U(r) = — / F(r)dr. (6.44)

To dalje znaci da pri ovakvom kretanju vazi zakon odrzanja ukupne mehanicke energije. Kineticka
energija cestice u polarnim koordinatama ima oblik

1
T = 5m(7’“2 +r2p%), (6.45)
pa zakon odrzanja energije ima oblik
L oo, 2.9
E= im(r +r°¢*) + U(r) = const . (6.46)

Ako sada ¢ izrazimo iz zakona odrzanja momenta impulsa (6.41]), pa ga zamenimo u prethodni
izraz za energiju, dobijamo

1 1
E = im(f2 + T2gb2) +U(r) = §m7‘“2 + Uesp(r), (6.47)

gde smo sa U.s¢(r) oznadili tzv. efektivnu potencijalnu energiju, koja je po definiciji jednaka

M2
o2mr?’

Uess(r) =U(r) + (6.48)
Na taj nacin smo ukupnu energiju napisali u obliku analognom izrazu za ukupnu energiju cestice
pri jednodimenzionom kretanju, pa nam tako napisan zakon odrzanja energije daje moguénost da
kvalitativno analiziramo centralno kretanje.

Primer 6.3.1. Pod Keplerovom silom podrazumeva se centralna konzervativna silu, intenziteta
obrnuto proporcionalnog kvadratu rastojanja od centra sile. Ovde ¢emo razmotriti slucaj privlacne
Keplerove sile:

= k
F=——=e, k>0
T
Potencijalna energija je jednaka
k k
U(r):—/F(T)dr: —dr=——,
r

gde smo integracionu konstantu izabrali da bude jednaka nuli (Sto znaci da je na beskonaéno velikim
rastojanjima od centra sile U(r) jednako nuli). Zamenom ovakvog izraza za U u (6.48) dobija se

M? k

Ueys = omr2 o’

¢iji je grafik prikazan na slici[6.3] Sa te slike se takode vidi da su, u zavisnosti od ukupne energije
¢estice, moguce sledece situacije:
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—

7 f

Slika 6.3: Efektivna potencijalna energija U.ys(r) Cestice koja se krece u polju privlacne Keplerove
sile. Kretanje je moguée samo za one vrednosti r za koje je ukupna energija E veéa od U,g(r)

e Najmanja energija koju ¢estica moze da ima je £ = min(U.s¢). U tom slucaju je r = const,
Sto znaci da se cCestica krece po kruznici.

e Za vrednosti energije u intervalu minU.sy < E < 0 kretanje je moguce u oblasti 1 < r < 79,
gde su r; i ro vrednosti za koje je U(r1) = E i U(rq) = E. Ovakvo kretanje, ograni¢eno na
konacnu oblast, naziva se finitno kretanje.

e Ako je F = 0, najmanje rastojanje r,,;, na koje ¢estica moze da se priblizi centru sile dobija
se iz uslova Uesf(7min) = 0. S druge strane nema ogranicenja, tj. Cestica moze da se udalji na
neograniceno veliko rastojanje od centra sile, pa ovakvo kretanje nazivamo transfinitno.

e Konacno, ako je £ > 0 kretanje je ponovo transfinitno, a minimalno rastojanje na koje
Cestica moze da pride centru sile odreduje se iz jednacine U.f¢(rmin) = E (koja ima samo
jedno pozitivno resenje).

Osim kvalitativne analize, pomoc¢u zakona odrzanja energije ((6.47) mozemo, barem u principu,
nadi i kona¢ne jednacine kretanja. Naime, iz (6.47)) direktno sledi

dr
_ , (6.49)
t / V2B = Uegs(r)

odakle bi mogla da se nade kona¢na jednacina kretanja r = r(t). Kada se to uradi, onda je, opet u
principu, moguée nadi i ¢(t), pomoéu zakona odrzanja momenta impulsa (6.41)), iz kog sledi

o(t) = / a2 (6.50)

mr2(t)

Takode, iz zakona odrzanja (6.41) i (6.47) moguce je i direktno naéi jednacinu trajektorije, tj.
eksplicitnu vezu izmedu r i ¢ u obliku

dr

_ M/
4 V2mEJ 2 /1_Uefo(T)7

(6.51)

Sto nije tesko proveriti.
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6.3.2 Lagranzev formalizam i Bineov obrazac

Lagranzeva funkcija za ovakav sistem ima oblik

L= %m(f2 +72p%) = U(r), (6.52)

pa je odatle Lagranzeva jednacina koja odgovara koordinati r:
F—re°+ ——=0. (6.53)

Posto je koordinata ¢ ciklicna, Lagranzeva jednacina koja joj odgovara odmah daje jedan integral
kretanja:

oL

¢
sto se poklapa sa zakonom odrzanja momenta impulsa (6.41]). Ako se u prvoj Lagranzevoj jednacini
7 izrazi kao

= mr?p = const, (6.54)

rYr = — = — =r— = — —7r
dt drdt dr dr \2
i ¢ zameni iz zakona odrzanja momenta impulsa, lako se pokazuje da se dobija jednacina koja se
moze jednom prointegraliti po r, Sto ponovo daje zakon odrzanja energije (6.47)).
Iz Lagranzeve jednacine (6.53]) moguce je, medutim, dobiti i diferencijalnu jednacinu trajektorije,
ako se primeni sledec¢a transformacija:

dr_ didr  .dr d(l.g)

dr dr

== @957 (6.55)
gde se, zatim, ¢ izrazi iz , tako da je dalje
odnosno de d Md (1 M? 4% [1
=g [Pwae ()] e (7). oo

Kada se ovakav izraz za ©* zameni u Lagranzevu jednac¢inu, ona se jednostavno transformise u oblik

d? /1 1 mo

e )= ——2F 6.58

= (5)+ () =—gmrro, (6.58)
koji je poznat kao Bineov obrazac, a koji predstavlja diferencijalnu jednacinu trajektorije cestice,
koja se krece u polju centralne sile F' = F'(r)é,.

6.3.3 Kretanje u polju privlacne Keplerove sile

Za Cesticu mase m, koja se krec¢e u polju privlacne Keplerove sile ' = —T%é}, Bineov obrazac

ima oblik e /1 . "
m
d_902 (;) + <;> = W (6.59)
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Opste resenje ove jednacine ima oblik

km

T (6.60)

1
—=Ajcosp+ Aysinp + —
,

a konstante A; i Ay ¢emo uvesti tako da r ima minimalnu vrednost za ¢ = 0. Drugim rec¢ima, treba
da bude zadovoljeno

— =0, (6.61)
def,_
pa iz jednacine sledi
1d
_ -9 — Ay =0, (6.62)
r2dy o=0
Sto znaci da je
1
r=— (6.63)
Ay cosp + 175
odnosno »
=—. 6.64
1+ecosp ( )

Drugim rec¢ima, trajektorija cestice je konusni presek, Ciji su parametri p i ekscentricitet redom
jednaki

M? M?
P=%m S - (6.65)
Posto je
E = T+U— m(r? +r°¢?) + U(r) = Uegt (Tmin)
M k _M2(1+5)2_k1+5
Co2mrl Tmin 2m p? P
km M2 [ km)\> ,  k*m
- -k (1+s)+2—<W) (146 = 55(e* = 1) (6.66)

sledi da ekscentricitet € u funkciji ukupne energije £ moze da se izrazi kao

2EM?
g = 1+ W s (667)

odakle se vidi da energija odreduje po kakvom konusnom preseku se Cestica kre¢e. Naime, ako je

1. E=— onda je € = 0, pa je trajektorija kruznica;

M27
2. — 2M2 < F <0, onda je € < 1, pa je trajektorija elipsa;
3. E =0, onda je ¢ = 1, pa je trajektorija parabola;

4. E >0, ¢ > 1, a trajektorija je hiperbola.
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O

:ﬁ—‘
v opel(1-€%)

Slika 6.4: Eliptiéna trajektorija Gestice u polju privlacne Keplerove sile. Ziza elipse nalazi se u
centru sile (u koji je postavljen pocetak koordinatnog sistema O).

Razmotrimo detaljnije slucaj kretanja po elipsi. Posto je + = rcose i y = rsiny jednacinu
trajektorije (6.64) u Dekartovim koordinatama prepisujemo kao

?2+y?=p—ecx,

odakle kvadriranjem dobijamo
2 +y? = p* — 2pex + %22,

odnosno 2ve /2 2
2
N +1—<€2$+1—52 T 1-e2’
Poslednja jednac¢ina moze da se prepise kao
pe ?
(:U + 1_ €2> 2
+ =1 (6.68)

(=) =)

Sto za € < 1 zaista predstavlja jednacinu elipse, sa poluosama

p
= —-——— b:
“Ti12

p

V1—¢2'

Ako je cestica koju smo razmatrali planeta u Suncevom sistemu, koja se kre¢e pod delovanjem
Sunceve gravitacione sile (dok se interakcija sa ostalim telima zanemaruje), onda smo na ovaj nacin
izveli I Keplerov zakon, prema kome se svaka planeta kreée po elipsi u ¢ijoj se zizi nalazi Sunce.
II Keplerov zakon je samo posledica zakona odrzanja impulsa. Naime, sektorska brzina S svake
planete je proporcionalna njenom momentu impulsa, posto je

(6.69)

S=-Fxit=—M (6.70)
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pa iz zakona odrzanja momenta impulsa, koji vazi za svaku centralnu silu, sledi da radijus vektor
planete u odnosu na Sunce za isto vreme uvek prebrise istu povrsinu, tj. sektorska brzina planete
pri njenom obilazenju oko Sunca je konstantna. [II Keplerov zakon, po kome je odnos kuba velike
poluose a i kvadrata perioda 7 obilazenja planete oko Sunca isti za sve planete, takode se moze
isvesti uz pomo¢ gore dobijenih rezultata. Ako formiramo koli¢nik a®/7% dobijamo

3 3 2 L
o _ a0y , (6.71)
T2 wab w2b?2  Amim

( S )

a posto je za kretanje planeta pod delovanjem Sunceve gravitacije k = ymmg, gde je v gravitaciona
konstanta, a mg masa Sunca, sledi da je

a®  ymg

a _Jms (6.72)

T2 472’

Sto je zaista isto za sve planete Suncevog sistema.

6.4 Problem dva tela

Razmotrimo izolovan sistem koji se sastoji od dve Cestice masa m; i my. Ako su radijus vektori
Cestica redom 77 1 75, a sila kojom ¢estica 2 deluje na cesticu 1 jednaka F', onda jednacine kretanja
ovih ¢estica imaju oblik

mﬂ?l = F, mgf'g =—-F. (673)
Ako sada umesto vektora 77 i 7 uvedemo radijus vektor centra mase 7, i vektor relativnog polozaja
Cestica T
STy A+ Mmers "/ W
re=——"7"—", I'="rn—" (6.74)
mi + Mo

onda sabiranjem jednacina (6.73]) dobijamo jednacinu
mﬁ:O, m=mi+ msy, (6.75)

a deljenjem svake od jednacina ((6.73)) odgovaraju¢om masom i oduzimanjem

pi=F, p="""2 (6.76)
m

Jednacina nam kaze da se pri kretanju ovakvog sistema njegov centar mase kreée uniformno
(8to, naravno, vazi za bilo kakav izolovani sistem). Jednacina ima oblik jednacine kretanja
cestice mase ji, koja se krece pod delovanjem sile F. Masa p naziva se redukovana masa (posto je
manja i od my i od my). Ako smo u stanju da resimo ovaj jednoc¢-esti¢ni problem, onda sigurno
mozemo da resimo i prvobitni dvo-¢esti¢ni problem. Kad nademo vektore 7, i 77 kao funkcije vremena,
onda resavanjem sistema (|6.74]) nalazimo polozaje cestica 11 2:

ma my

Tl =Te+ —T, To=7——T (6.77)
m m
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Uvodenjem vektora centra mase i vektora relativnog polozaja postizemo ne samo razdvajanje
promenljivih u jednacinama kretanja, ve¢ i u izrazima za moment impulsa Mi kineticku energiju
sistema T'. Naime, ako u izraz za ukupni moment impulsa sistema

—

szlxmﬂ?l—f—??gxmg’l?g

zamenimo (6.77)), lako se pokazuje da mesoviti ¢lanovi otpadaju, tako da je moment impulsa jednak

Iy Lo o 2
M =7, x mr, + T X ur. (6.78)
Slicno se za kineticku energiju

1 - 1 -
T = —mu7; + =mars

2 2
dobija izraz
1 . 1 .
T = §mf§ + éwﬁ : (6.79)

Pretpostavimo sada da je sila kojom cestice interaguju oblika

=T

F = F(|f, — 7)) F(r) (6.80)

|71 — 7%
Ovakva sila jeste konzervativna, Sto se lako vidi ako izracunamo ukupni rad dA koji se izvrsi pri
pomeranju Cestica za dry i dry:

dA=F . dfy — F-diy, = F - d(f, — %) = F - dF = F(r)dr = —dU(r),

gde je U = — f F(r)dr potencijalna energija sistema. Ako za generalisane koordinate izaberemo
Dekartove koordinate cestica 11 2, onda lagranzijan sistema ima oblik

Lo, I 1 L
L(r, 75, 7,7%) =T - U = §m17ﬁ% + §m277§ —U(|r — 7). (6.81)
Ako, medutim, za generalisane koordinate izaberemo Dekartove komponente vektora centra mase
7. 1 vektora relativnog polozaja 7, onda lagranzijan ima oblik

oo 1 . 1 .
L7, 7,7 =T — U = §mff + ém‘ﬂ —U(r). (6.82)
Problem kretanja ovog sistema se onda svodi na problem reSavanja kretanja cestice redukovane
mase 4 u polju centralne sile F'(r).

Sistem centra mase

Posto se centar mase razmatranog sistema krece uniformno, za njega se moze vezati inercijalni
sistem reference, koji ¢emo zvati sistem centra mase (CM). Radijus vektore Cestica 11 2 u ovom
sistemu oznacavacemo redom sa 77 i 75. Radijus vektor centra mase 7 u ovom sistemu je, naravno,
jednak nuli 77 = 0, dok je vektor relativhog polozaja isti u svim inercijalnim sistemima ™ = 7.
Imajuéi to u vidu, iz relacija dobijamo polozaje Cestica u sistemu CM u funkciji vektora 7

msy my

= ST, Ty= (6.83)
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Impulsi cestica u ovom sistemu su jednakog intenziteta i pravca, a suprotnog smera:
AT = —mgis = pr = p* . (6.84)

. . % . . LRy .. ~ . . . .
Ukupni moment impulsa M* i ukupna kineticka energija 7™ cestica su, prema izrazima 1) i

(6.79). jednalki

. 1 . =2
M =Fx =7 x ", T*:i/ﬂzg—u. (6.85)

Cesto je zgodno da se problem kretanja ovakvog sistema resi prvo u sistemu CM. Da bismo
onda nasli resenje u nekom drugom referentnom sistemu, potrebne su nam veze izmedu relevantnih
velicina u ta dva sistema. Razmotrimo sistem u kome je radijus vektor CM jednak vektoru 7.
Polozaji ¢estica u tom sistemu su onda

F1:Fc+7?1k7 7?2:7?04-7?;, (686)
a brzine
=T +T], To=Tc+Ty. (6.87)
Impulsi ¢estica u tom sistemu su, prema ([6.84)), jednaki
Pi=mur.+ P, P = mar, — p*, (6.88)
—
a ukupni impuls p; moment impulsa M i ukupna kineticka energija 7"
- 5 7 -y 1 .
p=mir., M=mr.Xx7.+M", T:§m7’c—|—T*. (6.89)

Primer 6.4.1. Razmotrimo problem kretanja dve materijalne tacke pod delovanjem njihovog uza-
jamnog gravitacionog privlacenja. Jednacina (6.76) za taj slucaj ima oblik
Ymimsg ,  ypm

pr = 7= T, (6.90)

73 73

sto se poklapa sa jednacinom za kretanje cestice mase i pod delovanjem gravitacione sile nepokretne
¢estice mase m. Specijalno, za elipticnu orbitu po izrazu (6.71)) dobijamo

a®>  ym

T2 Ax?’

gde je sada a velika poluosa ,,relativne” trajektorije. Ako ovu relaciju primenimo na sistem Sunce-
planeta zakljucujemo da III Keplerov zakon nije sasvim tacan, tj. tacno vazi:

3
a m m
1 (1 + —P) .
T 47 mg
Ovo odstupanje je tesko detektovati, posto je masa Sunca mg mnogo veca od mase mp bilo koje
planete u Sunc¢evom sistemu.
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m

Slika 6.5: Primer kretanje dva tela jednakih masa, koja medusobno interaguju privlacnom Ke-
plerovom silom, posmatrano iz sistema vezanog za centar mase. Tela se kre¢u po jednakim elipsama,
¢ija se jedna ziza poklapa sa centrom mase sistema, a druge dve zZize su postavljene simetricno u
odnosu na centar mase.

6.5 Rasejanja

Jedna od najcesce primenjivanih metoda za dobijanje informacija o strukturi malih tela je njihovo
bombardovanje ¢esticama i merenje broja cestica koje se pri tome raseju u raznim pravcima. Ugaona
raspodela rasejanih ¢estica zavisi od oblika mete i od prirode sila izmedu cestica i mete. Da bismo
mogli da interpretiramo rezultate ovakvih eksperimenata, potrebno je da znamo kako se izracunava
ugaona raspodela cestica ako su sile poznate.

Razmotri¢emo prvo jednostavan slucaj kada je meta nepokretna ¢vrsta idealno elasticna lopta
radijusa R, na koju nale¢e homogen paralelan snop ¢estica. Neka je fluks Cestica u snopu, tj. broj
cestica koje u jedinici vremena produ kroz jedinicnu povrsinu normalnu na pravac snopa, jednak f.
Onda je broj cestica koje u jedinici vremena pogode loptu jednak

w= fo, (6.91)

gde je o poprecni presek mete, tj.
o=mR%. (6.92)

Razmotrimo sada jednu od cestica iz snopa. Neka je najkrace rastojanje izmedu pravca njene
brzine pre sudara i centra mete (tzv. parametar sudara) jednako b (slika [6.6]). Onda je ugao «, koji
brzina cestice u trenutku sudara sa loptom zaklapa sa odgovaraju¢om normalom na povrsinu lopte,
odreden relacijom

b= Rsina.

Posto se cestica apsolutno elasti¢no odbija, ugao 6 za koji se promeni pravac brzine prilikom sudara,
tzv. ugao rasejanja, jednak je 6§ = m — 2a, pa je

b= Rcosg : (6.93)

Sada mozemo da izracunamo broj cCestica koje se raseju u oblast oko pravca odredenog uglovima 6
i p, sa intervalom df i dgp. Cestice ¢iji je ugao rasejanja izmedu 6 i 0+d6f (nezavisno od ugla ¢) su

one ¢iji je parametar sudara bio izmedu b i b4db, gde je db jednako

1 0
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Slika 6.6: Jednostavan primer rasejanja: homogeni paralelni snop materijalnih tacaka idealno
elasticno se rasejava o nepokretnu ¢vrstu loptu.

Prilikom rasejanja ne dolazi do promene ugla ¢, pa je broj ¢estica koji nas zanima jednak broju
¢estica koje pre sudara prolaze kroz mali deo do poprecnog preseka upadnog snopa, koji je jednak

do = b|db|de (6.95)

tj. Cestice koje produ kroz taj mali deo popreénog preseka snopa se raseju upravo u zadatu oblast
(slika [6.7)). Zamenjujuéi b i db u poslednji izraz dobijamo

1
do = ZR2 sin 6dfdyp . (6.96)

Broj cestica koje u jedinici vremena produ kroz ovu oblast, a samim tim se i raseju u uoceni pravac
jednak je
dw = fdo (6.97)

i on moze da se meri malim detektorom postavljenim u tom pravcu, a na relativno velikom rastojanju
L od mete (L > R). Zato je potrebno izraziti ovaj rezultat u funkciji povrsine dA = L? sin #dfdy
takvog detektora. Imajuéi u vidu da je prostorni ugao d€2 koji odgovara oblasti u koju se cestice
rasejavaju upravo jednak

dA
dQ == ﬁ 5
broj dw mozemo da napiSemo u obliku
do dS
dw = f——= . .
w NE (6.98)
Velicina g—g naziva se diferencijalni presek rasejanja. Diferencijalni presek rasejanja, dakle,

predstavlja odnos broja ¢estica koje se u jedinici vremena raseju u jedini¢ni prostorni ugao i upadnog
fluksa cestica. U specijalnom slucaju koji smo ovde razmatrali diferencijalni presek rasejanja je
jednak R?/4, dok se ukupni presek rasejanja o = mR? tacno dobija njegovom integracijom po svim
prostornim uglovima (tj. u ovom slu¢aju jednostavnim mnozenjem sa punim prostornim uglom 4r).

Diferencijalni presek rasejanja se potpuno analogno definise i u slucaju kada snop materijalnih
tacaka umesto na nepokretnu loptu, nailazi na centar konzervativne sile (slika . Da bi se u
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\ 4

Slika 6.7: Na relativno velikom rastojanju L (zelena linija) od lopte o koju se rasejavaju cestice,
postavlja se detektor koji meri koliko Cestica se u jedinici vremena raseje u pravcu odredenom
sfernim uglovima © i ¢. Sve ¢estice koje prolaze kroz ruzicasti prsten ,,debljine” db, naznacen na
poprec¢nom preseku upadnog snopa, padaju na sivo oiviceni prsten na povrsini lopte i rasejavaju se
u oblast odredenu istim uglom 6 (i intervalom df), koji se za L > R izjednacava sa sfernim uglom

©.

L do

L sin 8 do

b do
do]

db

b
do

Slika 6.8: Cestice koje produ kroz povrsinu do popreénog preseka upadnog snopa, padaju na
povrsinu dA, gde je postavljen brojac.
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T
v, ]

Slika 6.9: Rasejanje paralelnog snopa cestica koje nailaze na centar konzervativne sile.

takvom slucaju izrac¢unao diferencijalni presek rasejanja, potrebno je iz jednacine trajektorije naéi
vezu izmedu parametra sudara b i ugla rasejanja 6. Pretpostavlja se da je snop Cestica homogen
i da na velikom (beskona¢nom) rastojanju od centra sile svaka Cestica ima brzinu v, kao i da se
interakcija izmedu Cestica u snopu moze zanemariti. Posto je onda jedina sila koja deluje na cestice
centralna i konzervativna, zakoni odrzanja energije i impulsa vaze za svaku ¢esticu ponaosob.

Raderfordova formula

Razmotrimo problem rasejanja u polju odbojne Keplerove sile F = k/r%e,, gde je k > 0. Bineov
obrazac za ovaj slucaj ima oblik jednacine

AP (LN (1) _me
de? \r r) M2’

¢ije je opste reSenje, uz zahtev da se ugao ¢ meri od polozaja u kome je Cestica najbliza centru sile,

L (6.99)
r = — .
Ccosp — 35
Kako je efektivna potencijalna energija u ovom sluc¢aju jednaka
M? K
U6 - .y 6100
= omr? + r ( )

jasno je da je moguée samo transfinitno kretanje (slika [6.10). Ako intenzitet brzine Cestice na
beskonacno velikim rastojanjima od centra sile oznac¢imo sa v.,, ukupna energija cestice je
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min

Slika 6.10: Efektivna potencijalna energija u slucaju odbojne Keplerove sile (6.100)). Vidi se da je
moguce samo transfinitno kretanje.

b N@ Crsin ()|

Slika 6.11: Mnogo pre rasejanja, kada r — oo, projekcija vektora 7 na pravac brzine v ¢estice
jednaka je parametru sudara b, pa odatle sledi da je M = muvy.b.

a intenzitet momenta impulsa je
M = mbuy ,

gde je b parametar rasejanja, tj. najkrace rastojanje izmedu centra sile i pravca brzine Cestice na
beskonaé¢no velikim rastojanjima od njega (slika [6.11]). Jednacina trajektorije posle zamene
izraza za moment impulsa dobija oblik
1
o/— — (6.101)
Ccosp —

muv?2,b?
Za r — oo efektivna potencijalna energija tezi nuli, pa energija tezi vrednosti %mﬁ, tj.
E = 1mv2 = 1m lim 7? = 1m lim (£w>2 = 1m lim (££)2 .
2 2 o 2 r—oco \ dp
Iz jednacine i izraza za moment impulsa dalje sledi

1 1 1
§mv§o =5m lim C?b*v2 sin® o(r) = §mvgob202 sin®a,
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gde je a = lim ¢. Odatle je

1
~ bsina’
a kako je iz jednacine trajektorije B
cosa = —Cmvgo R
sledi da je
b= tga = tgﬂ_ez " ctgg.
mu2, muv2, 2 mv2, T2

Na taj nacin smo nasli vezu izmedu parametra sudara b i ugla rasejanja 6, pa mozemo lako da
izracunamo diferencijalni presek rasejanja:

do _ bldbldp b [db| _ (& \' . .0
dQ ~ sin6dode s |do| \2mez ) U 2

Ovaj rezultat je poznat kao Raderfordova formula, posto je prvi put izvedena od strane Raderforda,
koji je pokusavao da objasni rezultate eksperimenta u kome su pozitivno naelektrisane a-cestice
rasejavane na tankoj zlatnoj foliji. Raderford je pretpostavio da je pozitivno naelektrisanje unutar
atoma skoncentrisano u vrlo maloj zapremini unutar atoma i da se u skladu sa tim a-cestica rasejava
u polju odbojne Kulonove elektrostaticke sile. To onda znaci da je u gornjoj formuli k = ¢q'/(4mey),
gde su ¢ i ¢’ naelektrisanja a-cestice i jezgra atoma zlata. Raderfordova pretpostavka dovela je do
nastanka planetarnog modela atoma.

6.6 Kruto telo

Kruto telo predstavlja sistem cCestica ¢ija se medusobna rastojanja ne menjaju u toku kretanja.
Polozaj krutog tela je u svakom trenutku odreden polozajem tri njegove tacke, koje ne leze na istoj
pravoj. Ako su Dekartove koordinate tih tacaka (z1,y1,21), (22,2, 22) 1 (x3,ys, 23), onda se uslov
nepromenljivosti rastojanja izmedu njih izrazava u obliku sledece tri jednacine:

(x1 — 96‘2)2 + (y1 — 92)2 + (1 — 22)2 - R%2 = 0,
(23 — @2)* + (ys —y2)° + (23 — 22)° — R3, = 0,
(x1 — $3)2 + (y1 — y3)2 + (21 — 23)2 - R%za = 0,

u kojima su Ris, R3z 1 Ry3 rastojanja izmedu uocenih tacaka. Ove tri jednacine se mogu shvatiti
kao jednacine veza, Sto znaci da je od devet Dekartovih koordinata uocene trojke tacaka, dovoljno
n =9 — 3 = 6 koordinata za potpuno opisivanje polozaja krutog tela u bilo kom trenutku vremena,
tj. broj stepeni slobode slobodnog krutog tela je Sest.

6.6.1 QOjlerovi uglovi

Uobicajeno je da se za kruto telo veze jedan koordinatni sistem Axjixsxs, koji se naziva sop-
stveni sistem krutog tela (slika[6.12). Koordinatni pocetak A ovog sistema naziva se pol krutog
tela. Za generalisane koordinate krutog tela se najces¢e uzimaju Dekartove koordinate njegovog
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Slika 6.12: U laboratorijskom referentnom sistemu (inercijalnom) Dekartov koordinatni sistem je
Oxyz. Za kruto telo vezan je drugi referentni sistem (u opStem slu¢aju neinercijalan), a u njemu
je izabran koordinatni sistem Axjzsxs3, sa pocetkom u polu A. Kruto telo ne menja svoj polozaj
u odnosu na sopstveni sistem Azxixoxs, tj. sopstveni sistem krutog tela kreée se zajedno sa njim.
Radijus vektor proizvoljne tacke v krutog tela u laboratorijskom sistemu oznacen je sa 7, a u
sistemu krutog tela sa 7,’.

pola i tzv. Ojlerovi uglovi koji se definisu na sledeé¢i na¢in. Neka je Axyz koordinatni sistem
¢ije su ose paralelne osama laboratorijskog sistema, a ¢iji se koordinatni pocetak poklapa sa polom
krutog tela A. Prava po kojoj se seku ravni Azry i Azjxy naziva se ¢vorna (ili nodalna) linija.
Ugao koji ¢vorna linija zaklapa sa pozitivnim pravcem Ax ose oznaci¢emo sa ¢, ugao koji ¢vorna
linija zaklapa sa pozitivnim pravcem Ax; ose oznaci¢emo sa 1, a ugao koji zaklapaju ose Az i Axs
sa #. Ovako definisani uglovi ¢, 6 i ¢ predstavljaju Ojlerove uglove (slika .

6.6.2 Ojlerova i Salova teorema

Sistem Axyz moze se prevesti u sopstveni sistem Ax;xoxz krutog tela pomocu sledece tri uza-
stopne rotacije:

1. prvo se sistem Azyz oko Az ose zarotira za ugao ¢, ¢ime se poklope Az osa i ¢vorna linija N

(slika [6.14h);

2. zatim se tako dobijeni sistem zarotira oko ¢vorne linije za ugao 6, ¢ime se osa Az dovede do
poklapanja sa Azxz osom pokretnog sistema (slika [6.14b);

3. konac¢no, ravan Axy zarotira se oko Axs ose za ugao v, ¢ime se Ax osa poklopi sa Az, osom
i, naravno, Ay osa sa osom Axs (slika ).

Posto je kompozicija tri rotacije takode rotacija, sledi da se sistem Axyz moze prevesti u sistem
Axqix913 jednom rotacijom oko ose koja prolazi kroz tacku A. Drugim rec¢ima, bilo kakvo kretanje
krutog tela pri kome jedna mjegova tacka ostaje nepokretna ekvivalentno je jednoj rotaciji oko ose
koja sadrzi tu nepokretnu tacku, Sto predstavlja tvrdenje Ojlerove teoreme. Posto se laboratorijski
sistem Oxyz translacijom za vektor 74 prevodi u sistem Azyz, onda za bilo kakvo kretanje vazi
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Xy

Slika 6.13: Ojlerovi uglovi.

Salova teorema: bilo kakvo kretanje krutog tela ekvivalentno je kompoziciji jedne translacije za
vektor za koji se pomeri jedna njegova proizvoljno izabrana tacka i jedne rotacije oko ose koja prolazi
kroz tu tacku. Sada je jasno da xa,ya, 24, @, ¥ i 0 zaista odreduju polozaj krutog tela, tj. mogu se
izabrati za generalisane koordinate pri proizvoljnom slobodnom kretanju krutog tela.

6.6.3 Ugaona brzina
Uocimo polozaj krutog tela u trenutku ¢, a zatim u trenutku t+dt (slika [6.12)). Tacka krutog

d7i, = dity + d7,

gde je d7y pomeraj koji odgovara translaciji, a d7,” pomeraj koji odgovara rotaciji, u smislu Salove
teoreme. Osa rotacije prolazi kroz pol A i neka je njen pravac odreden ortom 7. Ako se za vreme
dt kruto telo zarotira za mali ugao da oko te ose, onda je

S 3 —
dr, =da x 1,/ (6.102)

gde je do =daf (slika . Iz poslednje relacije sledi

. dr,
v, =
dt

gde smo sa & oznacili ugaonu brzinu, koja je po definiciji jednaka

— A+ BXT), (6.103)

—
da

6.104
=, (6.104)

0=

a Uy = dr4/dt je brzina pola A.
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Slika 6.14: Tri rotacije kojim se sistem Azyz prevodi u sopstveni sistem krutog tela Azjzoxs: (a)
rotacijom sistema Axyz oko Az ose dobija se sistem A&nC, Cija se osa A& poklapa sa ¢vornom
linijom; (b) rotacijom sistema A¢n¢ oko ose A& (¢vorne linije) dobija se sistem A&'n'(’, ¢ija se osa
A(’ poklapa sa osom Axs; (¢) konacno, rotacijom sistema A&'n'¢" oko ose A(" (Ax3) dobija se sistem

AZL‘l,IQZL'g.

7> (t+dr)

r, sin< (7, i)

dr)=do r; sin<(r’,i7)

Slika 6.15: Radijus vektor 7,/ proizvoljne tacke v krutog tela u vremenskom intervalu d¢ zarotira se
za mali ugao da oko ose koja prolazi kroz pol A, a ¢iji je ort 7.
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Slika 6.16: Ugaona brzina je karakteristika kompletnog kretanja krutog tela, tj. ne zavisi od izbora
pola, pa je b4 = Wp.

Jedinstvenost ugaone brzine

Ugaona brzina je karakteristika kretanja krutog tela kao celine i ne zavisi od izbora pola.
Pokazacemo to, pretpostavljajuc¢i suprotno, tj. uzimajué¢i da ugaona brzina zavisi od izbora pola.
Ako za pol izaberemo tacku A, onda je brzina neke druge tacke B krutog tela, prema izrazu (6.103|)
jednaka

5 5 - v 4
Up = Ua +Wa X AB, (6.105)
gde je 4 ugaona brzina krutog tela, kada je pol u A. Sli¢no, brzina tacke v jednaka je
U, =Us + 04 X 77,,/.
Ako za pol izaberemo tacku B (slika [6.16)), onda je brzina tacke v, ponovo prema ([6.103)), jednaka
. s . L, = i P — . S, =
Uy, = Up +wp X (7"1, —AB) =Us+ Wy X AB +dp X (7",, —AB),
pri ¢emu je iskoriS¢eno i (6.105)). Izjednacavanjem poslednja dva izraza dobijamo
— — . .
[JA X AB—{—(EB X (F,//—AB) = wy X TV,,
odakle je
— — - — /
0= (s — ) X (AB-71).

Poslednja jednakost vazi za bilo koje 7/, $to je moguce jedino ako je &4 = dp, tj. jedino kada
ugaona brzina zaista ne zavisi od izbora pola.

Slaganje malih rotacija

Razmotrimo dve uzastopne infinitezimalne rotacije krutog tela, prvo oko ose odredene ortom
11 za ugao dagq, a zatim oko ose odredene ortom 7y za ugao das, pri cemu se ose rotacije seku u
tacki A (slika [6.17). Ako A izaberemo za pol krutog tela i uoé¢imo proizvoljnu tacku krutog tela,
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Slika 6.17: Dve uzastopne infinitezimalne rotacije oko osa koje imaju zajednicku tacku A.

odredenu relativnim radijus-vektorom 7 u odnosu na A, onda nakon prve rotacije vektor 7 prelazi
u vektor

=7+ dF

[y

gde je, prema formuli (6.102])

Sto je, ako se iskoriste prethodne dve formule, jednako

—

Ty = F+ (doqﬁl) X F—l- (dagﬁg) X [’F—l- (dOélT_il) X 7’_’1

= 7+ (day; + danfly) X 7+ dagdasgiiy X (7 X 7).

Posto su uglovi da; i das infinitezimalno mali uglovi, poslednji sabirak u prethodnoj relaciji moze
da se zanemari, pa priblizno vazi jednakost

—

Ty = ’F-‘- (dalﬁl + dagﬁg) X 7?,

Sto znaci da su opisane dve rotacije ekvivalentne jednoj, za infinitezimalni ugao da oko ose kojoj
odgovara ort 7, pri ¢emu je
dar = da1ﬁ1 + d(l/gﬁg .



74 GLAVA 6. SPECIJALNI PROBLEMI

Komponente ugaone brzine u funkciji Ojlerovih uglova

Prethodno rezonovanje direktno moze da se prosiri na tri uzastopne infinitezimalne rotacije oko
tri ose koje prolaze kroz istu tacku. S druge strane, svaka infinitezimalna rotacija krutog tela za
mali ugao da oko ose 77, koja se desi u toku kratkog vremenskog intervala d¢, moze da se razlozi na
tri Ojlerove rotacije: za dy oko ose €,, zatim za df oko €y i na kraju za di oko €3, §to znaci da je

doii = da = dpéy + dféy + dve; .
Odatle sledi da je ugaona brzina jednaka
& = &, + BEy + e . (6.106)

Pomocu ovog izraza moguce je na¢i komponente ugaone brzine bilo u laboratorijskom, bilo u sistemu
vezanom za kruto telo. Ovde ¢emo pokazati kako se nalaze komponente & u sistemu vezanom za
kruto telo:

wi = @) +0(En),
wy = $(€:)2+0(en)2, (6.107)
wy = $(€)3+0(en)s + v,
Iz definicije ¢vorne linije (slika [6.13)) sledi da je
EN = Ccos €] — sin ey ,

pa je (€n)1 = cos®, (€n)2 = —sine i (€x)s = 0. Takode, imajuéi u vidu nacin na koji se sistem
Axyz prevodi u sistem Azxirox3 mozemo da napisemo da je

51 gm gx
52 = R é’y - Rw RQ RSD gy 5
53 gz gz
gde su
cos® siny 0 1 0 0 cosep sinp 0
Ry = | —siny cosyp 0], Rog= |0 cos@ sinf|, R,=|—sing cose 0
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1
Odatle je
Cy €1 €1
g, |=R'|l & | =R & |,
€, €3 €3

pri éemu smo iskoristili osobinu ortogonalnosti matrica rotacije: R~ = R [3]. Iz poslednje relacije
sledi da je
étz - R;,lgl —|— Rgzgg —|— R§3€3 - R13€1 —|— R23€2 + R33€3 5

sto znaci da je

(€)1 0 sin sin 6
(€:)2| =R 0] = [cosysinb | ,
(€,)3 1 cos 6
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pa, zamenom u (6.107)), slede izrazi za komponente ugaone brzine u sopstvenom sistemu krutog
tela:
wp = ¢Sin¢sin0+écos¢,
wy = ¢cosysing —Osiny, (6.108)
wy = ¢cosh+ .

6.6.4 Moment impulsa, kineticka energija i tenzor inercije krutog tela

_
[zracunajmo moment impulsa M krutog tela u odnosu na koordinatni pocetak O laboratorijskog
sistema:

%
M = g r,,xml,vl,:E (Fa+7,) x m,0,

v v

= FAX E my'l_};,+g FV/XmV(UA+L3XFV/)
1% v
= FAmeC+E F,,’xm,,UA+E m,7, x (& x 7)),
1% v

gde je m = ) m, ukupna masa krutog tela, a U brzina centra mase krutog tela u odnosu na

laboratorijski sistem. Dalje je

—
M =7y x mic +mic' x Ta+ Y my, [7°6 — (@ -7))7)] (6.109)
gde je 7¢’ vektor polozaja centra mase C' krutog tela u odnosu na pol A. Ako pol A krutog tela
miruje i ako upravo taj pol izaberemo za koordinatni pocetak laboratorijskog sistema onda je ¥4 = 0
i 74 = 0, pa se kretanje krutog tela svodi na ¢istu rotaciju, a moment impulsa jednak je poslednjem
sabirku u prethodnom izrazu:

Mt = Zm,, 70— (@77 (6.110)

Projekcije ovog vektora na ose sopstvenog sistema krutog tela jednake su:

rot 12
Mt = E my | r, wy — (w1, + waxh, + wgazgl,)xly = lhwy + lows + L13ws ,
y i
rot E : [ /2 / / / 1]
Mg = my (T, W2 — (wlxh, + Waly, + W3$3y)$2y = Iglwl + [22(,()2 + [230)3 s
- i
rot [ /2 / / / r ]
Ms™t = Y “my, |1 ws — (Wi}, + warh, + wsah,)ah, | = Isiwn + Iswn + Issws |

gde su
;2 /A
Iy = E my l'gy + 3,7, 112:—2 m,xy, Ty, = lo1,
1% 12

;2 /A
Iy = E my, xlu +a5,7), Liz=— E my,xy,xs, = I3,
14 14

2 : ;2 } : 1o
[33 = my 1’1,/ + Loy, ) s [23 = — myxy,Ts, = [32 .
v v
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Posto su komponente rotacionog dela momenta impulsa linearne homogene funkcije komponenata
—
ugaone brzine, jasno je da izmedu vektora M™" i & postoji tenzorska veza

— ~
M =7.3, (6.111)
gde je
-[11 112 ]13 9
I = ]21 [22 123 R Iij = ZTTLV(T,I/ 51_] — QZW.’IJJV>, (6112)
131 [32 [33

matrica koja odgovara tzv. tenzoru inercije u sistemu Az;zsx3. Ako moze da se smatra da je
masa kontinualno raspodeljena po zapremini V' krutog tela, onda se elementi I;; racunaju pomocu
zapreminskih integrala:

Li; = /p(rl’f()‘” - x €T, )dv 1,7 =1,2,3, (6.113)

v

u kojima je p gustina krutog tela. Dijagonalni elementi ovog tenzora imaju smisao momenata
inercije krutog tela u odnosu na odgovaraju¢u osu sopstvenog sistema krutog tela, dok vandijag-
onalni elementi, tzv. proizvodi inercije nemaju direktan fizicki smisao. PoSto je tenzor inercije
simetri¢an tenzor, sigurno postoji ortonormirani bazis €1, €3, €3 u kome je ovaj tenzor reprezentovan
dijagonalnom matricom

(L0 0
7=(0 1, o], (6.114)
0 0 I

gde se svojstvene vrednosti I; nazivaju glavnim momentima inercije, a svojstvene ose glavnim osama
inercije krutog tela. Ako kruto telo rotira oko jedne od svojih glavnih osa inercije, moment impulsa
ima pravac te ose. U ostalim slucajevima moment impulsa nije kolinearan sa osom rotacije krutog
tela.

Kineticka energija T" krutog tela jednaka je

1
T = Z my_Q —Zmy Uy + @ x 7)) zﬁmﬁi+UA~(ﬁmeC’)+Tmt, (6.115)

gde je

1
™t = §Zmy(w x 7)) Zm G- (R x (@ x 7))

1 .
= —w Zm,, 7 x (b x 7)) = §cU~I<D. (6.116)

Ako je & = wni, gde je 17 ort trenutne ose rotacije, onda je

—_

~ 1
T = —WPi - Ii = §[w2, gde je [= Zmy(ﬁ x 7,)?

[\]
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Slika 6.18: Cilindar koji rotira ugaonom brzinom & oko ose koja zaklapa ugao 6 sa njegovom osom
simetrije.

moment inercije krutog tela oko ose ¢iji je ort 7, $to se lako pokazuje. Kona¢no zakljucujemo da
moment inercije krutog tela u odnosu na osu odredenu ortom 7 moze pomoéu tenzora inercije Z da
se izracuna koris¢enjem formule

I=7-1i. (6.117)

Da bi se ova formula primenila potrebno je znati matricu koja reprezentuje tenzor inercije u nekom
sopstvenom koordinatnom sistemu krutog tela, kao i komponente orta 7 u tom istom sistemu.
Ukoliko se radi o homogenom krutom telu, koje ima neku vrstu geometrijske simetrije, onda je
najzgodnije za sopstveni sistem izabrati sistem u kome je neka od osa upravo osa simetrije tela.
Kako se primenjuje formula demonstrira¢emo kroz slede¢i primer.

Primer 6.6.1. Nadimo matricu koja odgovara tenzoru inercije homogenog kruznog cilindra, po-
luprecnika osnove R, visine H i mase m. Zbog homogenosti i simetrije cilindra, za sopstveni
koordinatni sistem izabrac¢emo sistem u kome se osa x3 poklapa sa osom cilindra (Slika. Osim
toga, za koordinatni pocetak (pol) uzetemo centar mase cilindra.

ImR? + LmH? 0 0
1= 0 TmR* + SmH? 0 (6.118)
0 0 mR?

Dakle, kao sto smo zbog simetrije mogli i da ocekujemo, izabrane ose su glavne ose inercije, a nadeni
elementi Iy = Iy, = I} = Iy i I33 = I3 su glavni momenti inercije cilindraﬂ Jasno je i da glavne
ose u ravni xyxo potpuno proizvoljno mogu da se izaberu, tj. svaka osa u toj ravni je glavna osa
inercije.

L Ovakva kruta tela, ¢ija dva glavna momenta inercije imaju istu vrednost (dvostruko degenerisana svojstvena
vrednost) nazivaju se dinamicki simetricna tela. Ukoliko se sva tri glavna momenta poklapaju, kaze se da je telo
potpuno dinamicki simetricno - primeri za to su homogena lopta i homogena kocka, u odnosu na sistem ¢iji je pocetak
u njihovom centru mase. Za takva tela bilo koja osa koja predstavlja glavnu osu inercije.
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Razmotrimo dalje rotaciju ovog cilindra ugaonom brzinom & oko ose koja prolazi kroz centar
mase i sa osom simetrije cilindra zaklapa ugao 6. Ort ove ose u izabranom sopstvenom koordinatnom
sistemu ima oblik

7l = cos 0€3 + sin f(cos a€) + sin aéy) ,

gde je a ugao koji projekcija orta @ na ravan zjzs zaklapa sa osom x;. Prema formuli (6.117))
moment inercije / u odnosu na ovu osu jednak je

L 0 0 sin # cos «
I = ( cosasinf sinasinf cos6 ) 0 I 0O sin 6 sin o

0 0 I cos 0
.2 2 1 2 1 2\ 2 1 2 2

= I1sin“0 + I3cos“ 0 = ZmR +EmH sin 0+§mR cos“ 6.
Moment impulsa cilindra je u ovom slucaju jednak

_ I, 0 0 sin 6 cos o I, sinf cos o
M=IZd=w| 0 I, 0 sinffsinae | =w | I;sinfsina

0 0 I3 cos 0 I5cosé

— -
odakle se jasno vidi da M i & nisu kolinearni vektori. StaviSe, ugao izmedu ova dva vektor moze
eksplicitno i da se izracuna:

€1

L sin? @ + I5 cos® 0
VI2sin? 0 + I2cos? 0

cos 1(1\7,&) =

<=l

©

Kineticka energija cilindra jednaka je

&l

1
W-Io = -]\7:§w2(llsin29+lgcos20).

1
2
Generalisana Stajnerova teorema

Iz definicije tenzora inercije je jasno da matrica koja mu odgovara zavisi od toga kako su orijen-
tisane ose sopstvenog sistema tela, ali takode i od izbora pola. Pri promeni orijentacije osa matrica
se transformise shodno zakonu transformacije tenzora u trodimenzionalnom euklidskom prostoru.
Naravno, obi¢no se nastoji da se pri izboru osa iskoristi simetrija tela, kao u prethodnom primeru sa
cilindrom. Prilikom promene pola krutog tela, a kada se orijentacija osa ne menja, elementi tenzora
inercije transformisu se na slede¢i nac¢in. Oznacimo sa I;;‘ elemente tenzora inercije izracunate u
odnosu na sopstveni sistem Axizsx3, a sa 1'5 njegove elemente, racunate u odnosu na sistem koji

—
se dobija translatornim pomeranjem Axizsox3 za vektor AB = dy€] + da€s + dzes. Posto su radijus
vektori v-te tacke krutog tela u odnosu na polove A i B povezani relacijom

—
Pt = AB + 77
po definiciji tenzora inercije dobija se

15 = S [~ alial] = 3 m 545~ ABY ~ (o~ ), — )
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A
1
1
1
1
X; i
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1
i
1
1
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. A R I >
a /A
. X,
o B a
P a

X

Slika 6.19: Primena generalisane Stajnerove teoreme (primer [6.6.2)).

gde je 74 radijus vektor centra mase krutog tela u odnosu na pol A. Ova veza izmedu I} i Ig
pojednostavljuje se ako je tacka A upravo centar mase. Ako za taj slucaj uvedemo oznake Ij; = I7;
i I = I; dobijamo relacije

Lij = I, + m(0;d° — did;) (6.119)

koje mogu da se shvate kao generalizacija Stajnerove teoreme. Naime, za dijagonalne elemente,
tj. kada je ¢ = j dobijamo
L = I + m(d® = d})

Sto upravo jeste Stajnerova teorema, posto d? — d? predstavlja kvadrat najkraceg rastojanja izmedu
pravih paralelnih osi x; provucenih kroz centar mase (tacka A) i pol B. Sli¢no, za proizvode inercije
dobija se veza I;; = I}; — md;d;, i # j.

Primer 6.6.2. Izracunajmo elemente tenzora inercije za homogenu kocku (mase m i ivice a) u
odnosu na sopstveni sistem ¢iji je pol u jednom njenom temenu, a ivice koje prolaze kroz to teme
odreduju pravce koordinatnih osa (slika [6.19). Zbog simetrije i homogenosti kocke, ako se za pol
izabere centar mase, tj. centar kocke, a za ose sopstvenog sistema ose paralelne ivicama kocke,

vandijagonalni elementi su svi jednaki nuli, a dijagonalni su svi jednaki i iznose

a/2 a/2 a/2
1
INy =1, =13 = / dV p (22 +23) = % / dxq / das / das (22 + x5)% = gma2,
\% —a/2 —a/2 —a/2
pa je

1 1 00
I = 6ma2 010
0 0 1
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Slika 6.20: Rotacija oko fiksirane ose Oz. Pol krutog tela je izabran na fiksiranoj osi, upravo u
koordinatnom pocetku O, sopstvena osa Oxs se poklapa sa osom Oz, a ose Ox; i Oxy rotiraju u
ravni Ozy ugaonom brzinom ¢.

Primenom generalisane Stajnerove teoreme (6.119), imajuéi u vidu da je dy = dy = d3 = —a/2,

direktno se dObl_]a
2
3

—
=
e N

[SSI1N)
|

7 = ma?® —

NN |
=
(SIS

6.6.5 Rotacija oko fiksirane ose

Razmotrimo rotaciju krutog tela oko fiksirane ose, kao najjednostavniji dinamicki problem u
kome se kruto telo rotaciono kre¢e. Ne smanjujuci opstost, za pol krutog tela izaberimo tacku na osi
rotacije i neka to istovremeno bude i koordinatni poc¢etak O laboratorijskog sistema, a ose Oz i Ox3
neka se poklapaju sa osom rotacije. Ovde se ocigledno radi o kretanju sa jednim stepenom slobode
i za generalisanu koordinatu je zgodno izabrati ugao rotacije ¢ oko ose rotacije. Ugaona brzina
rotacije je onda jednaka & = e, = pe;. Moment impulsa krutog tela u odnosu na koordinatni
pocetak jednak je

AV ¢ 5 Ill 112 Il3 0
M(O) = u_)) = 121 122 123 O == (/'7(.[1351 + 12352 + I33€3) .
I31 132 133 ()0

Ako dalje primenimo zakon momenta impulsa sledi

20 _ dM©)
S dt

. . . . . de; de, deés
=@l I I Tia— 4+ [og—— + [3a—— | .
P(113€1 + Ir3€s + 3363)+90< 137 + log 1 + I33 1

Skalarnim mnozenjem ove jednacine ortom €, = €3 dobijamo jednacinu

& KO = Iy,
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gde smo iskoristili konstantnost orta €3 zbog cega je % = 0, kao i ¢injenicu da vektori dditl i %
nemaju z komponente (gledano iz laboratorijskog sistema ortovi €] i € menjaju se zbog rotacije
krutog tela oko Oz ose, ali pri tome stalno ostaju u ravni Ozy). Ako uvedemo oznake I33 = I i

€, - KO = K., onda ova jednacina dobija dobro poznati oblik:
lp=K,, (6.120)

gde je, dakle, I moment inercije krutog tela oko fiksirane ose rotacije, a K, projekcija ukupnog
spoljasnjeg momenta sila na osu rotacije.

Fizicko klatno

Pod fizickim klatnom podrazumevamo kruto telo koje u homogenom gravitacionom polju rotira
oko fiksirane horizontalne ose. Moment spoljasnjih sila u ovom slucaju potice samo od sile gravitacije

i jednak je
K@ =% "7 xm,j= (me) x § =micx g,

gde je m masa krutog tela, a 7o radijus vektor centra mase u odnosu na izabranu tacku O na osi
rotacije, pa je
6_»z : K(O) = mgz : (FC X g) = mFC’ ’ (gx gz) = —mgyc .

Centar mase rotira oko horizontalne Oz ose, pa, ne smanjujuci opstost mozemo da uzmemo da je
o = dey + asész, d=const, ag = const, sto odgovara takvom izboru osa sopstvenog sistema krutog
tela pri kome centar mase lezi na Oz, a d je onda najkrac¢e rastojanje od centra mase do ose
rotacije. Odatle je yo = €, - 7c = dey - € = dsin g, posto je ugao izmedu Ox i Oz, ose po definiciji
. Konacno, zamenom u opstu jednacinu za rotaciju oko fiksirane ose sledi diferencijalna
jednacina kretanja fizickog klatna:

. md
b+ 2

sing =0,

koja ima isti oblik kao i jednac¢ina matematickog klatna (6.4), samo je konstanta koja mnozi sin ¢
drukéija. Na osnovu ove formalne analogije mogu se izvoditi sliéni zakljuci o kretanju fizickog klatna
u zavisnosti od njegove ukupne energije, kao i u slucaju matematickog klatna. ... slika....

U slozenijim slucajevima dinamika kretanja krutog tela uvek moze da se analizira pomoc¢u teo-
rema impulsa i momenta impulsa. Ako je ukupna spoljasnja sila koja deluje na kruto telo Jednaka
F a ukupni moment spoljasnjih sila u odnosu na koordinatni pocetak laboratorijskog sistema K (O)
onda sigurno vaze jednacine

. —(0)
—C_F Bl :
dt dt

gde je m masa krutog tela, a M©) moment impulsa krutog tela u odnosu na O. Obi¢no je,
medutim, momente zgodnije racunati u odnosu na pol krutog tela, nego u odnosu na tacku O, pa je
zato potrebno jednacinu momenta impulsa transformisati tako da se u njoj pojave upravo momenti
u odnosu na pol A. Posto je 7, = ¥4 + 7/, moment impulsa mozemo da prepisemo kao

:E F,,xm,,ﬁ,,zg (Fa+7,) x m,t, = E rAxml,vl,—l—g 7, X m,T,
14

v
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odakle, ako iskoristimo definiciju centra mase, dobijamo izraz
M© = 7y x mie + MW, (6.121)

gde je M® moment impulsa krutog tela u odnosu na pol A. Dalje je

— (0) . —
dM i e Ao . dM
— =UaXMUg+ T4 Xm— + —
dt A o4 dt At

(4)

odnosno, ako se iskoristi teorema impulsa:

) d]\_j(A)
:UAxmﬁc—FFAXFﬁ-E . (6122)

— (O
dM
dt

S druge strane, ako sa F,, oznacimo spoljasnju silu koja deluje na v-ti deli¢ krutog tela, ukupni
moment spoljasnjih sila moze da se napise kao

RO =N"FxF, =Y (Fa+7))x E,=Fax F+Y 7,/ x F,,

v

odnosno

KO =7, x F+ KW, (6.123)
gde je K® ukupni moment spoljasnjih sila u odnosu na pol A. Ako se dobijeni izrazi (6.122))
i (6.123) zamene u teoremu impulsa (napisanu u odnosu na koordinatni pocetak laboratorijskog
sistem) direktno sledi jednac¢ina

d]\7 (4)
KW =34 x mic + =) (6.124)
Poslednja jednacina, u kombinaciji sa teoremom impulsa, obi¢no je pogodnija za analizu kretanja
krutog tela, nego teorema momenta impulsa napisana u odnosu na koordinatni pocetak O labora-
torijskog sistema. Iz nje se, takode, vidi da ako za pol izaberemo centar mase dobijamo jednacinu

koja ima isti oblik kao i teorema momenta impulsa u odnosu na O, tj.

d]\—/f (©)
- = K©) (6.125)
—(A)
Naravno, kada god je U4 x U = 0, takode vazi e KW,

6.6.6 Koriolisova teorema

Neka je C' vektor koji se ne menja u sopstvenom sistemu krutog tela. Za posmatraca iz labora-
torijskog sistema ovaj vektor se u toku infinitezimalno kratkog vremenskog intervala d¢ promeni za

N — -
dC =da x C, pa je
d -
d—(i —oxC. (6.126)



6.6. KRUTO TELO 33

Neka je G(t) = G1(t)@) + Ga(t)@ + G3(t)é; bilo kakva vektorska veli¢ina. Za posmatraca iz labora-
torijskog sistema brzina njene promene jednaka je

—

dG(t) dG, .,  dG, . dGs dé. de: de.
% = d—tlel + d—;ez + d—t?’e3 + Gi(t) == + Go(t) == + Gs(t)— . (6.127)

Posto se vektori €; u sopstvenom sistemu krutog tela ne menjaju (kao Dekartovi koordinatni ortovi),
na njih se moze primeniti formula ((6.126)), pa je

dG(¢ dGi, Gy 4Gy L L SN
% = dtl e+ dt2 €9 dt3 €3 + G1 (t) X e1 + Gg(t)a} X €3 + Gg(t)u) X €3
CdGy . Gy, Gy, . 4
= e+ i e + % €3+ x G(t).

Kako je brzina promene veli¢ine G (t) u sopstvenom sistemu jednaka

(6.128)

— = —=e +—¢€
1 1 2

R rel
dG(t) AGy . dGa Gy
dt dt dt >’

njegovu brzinu promene u laboratorijskom sistemu mozemo da napisemo kao

aGm\™  (adm\T . -
(T) = (T) +d x G(1). (6.129)

Ovaj rezultat poznat je kao Koriolisova teorema, a u njemu smo oznakama ,,aps” i ,,rel” oznagcili
redom brzinu promene veli¢ine G' u laboratorijskom i sopstvenom sistemu krutog tela.

Ubrzanje deli¢a krutog tela

Pomoc¢u Koriolisove teoreme moze da se nade izraz za ubrzanje proizvoljne tacke v krutog tela,

na sledeéi nacin: 47 d

UA — — /
Ay 2 ). 6.130
dt + dt (@x7) ( )

— d/&)l/ d (—» + — X — /)
aV = = — (v w /”'V —
e~ de

Posto je % = d4 ubrzanje pola A i

d(*x ) dﬁX“’+“xdF”,
— 7)=—x7+d
at\” dt dt

vra¢anjem ovih izraza u (6.130]) dobija se

— —

Gy =ds+I X7 +3x (@ x7). (6.131)

Osnovna jednac¢ina dinamike u neinercijalnom sistemu

Razmotrimo kretanje materijalne tacke mase m u odnosu na proizvoljan, u opstem slucaju
neinercijalan referentni sistem S’, koji moze da se zamisli kao sistem vezan za neko kruto telo koje
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se krec¢e na proizvoljan nac¢in. Znamo da u inercijalnom sistemu S osnovna jednacina dinamike ima

oblik

—

ma = F,

gde je F ukupna sila koja deluje na matrijalnu tacku, i koja potice od njene interakcije sa drugim
telima. Pomoc¢u Koriolisove teoreme moze da se nade veza izmedu ubrzanja @ materijalne tacke
u sistemu S i njenog ubrzanja @’ u neinercijalnom sistemu S’, polazeci od relacije izmedu radijus

vektora tacke u sistemu S i 5"
= 7::4 + 7 ,

gde smo sa A oznacili koordinatni pocetak u sistemu S’. Odavde dalje sledi

dr aps d7 rel
T=0Us+ | — =Ua+(— | +dx7,
() = (@)

gde smo oznakom ,,aps” i ,,rel”, kao i ranije, oznacili brzine promena u odnosu na sisteme S i S’,
redom. Posto je brzina tacke u sistemu S’ (tzv. relativna brzina) po definiciji jednaka

dfy rel
Y J—
(%)

V=0 4+Ts+0 X7 .

veza izmedu ¥ i v dobija oblik

U ovom izrazu deo (U4 + & X 1) prepoznajemo kao brzinu tacke krutog tela za koje je vezan sistem
S’ a koja se nalazi na mestu odredenom radijus vektorom 77, tj. tacno tamo gde je i materijalna

tacka. Zato je uobicajeno da se prethodna relacija pise u obliku
T="7 ~+ Uy,

gde je
Upr:UAﬁ»JJ)XF’

tzv. prenosna brzina. Za ubrzanje a se iz ((6.133)) dobija

a= (S0VT _ (dENT (T s
o\ dt o\ dt dt N

gde je

&,, _ d_ﬁ»/ rel
dt

relativno ubrzanje, tj. ubrzanje materijalne tacke u sistemu S’, a

O R (LI

dt dt

= G+ OXT+EX (043 x7)

—
v

= A+ OXT+IXT +I X (Jdx7).

i

W)

d v,

aps
)
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Dalje sledi:
Q=a +25 % T + dy, (6.134)

gde je ‘
Uy = AA+ G X7+ X (0 X7) (6.135)

prenosno ubrzanje, tj. ubrzanje deli¢a krutog tela vezanog za S’ koji se nalazi na istom mestu gde
je i materijalna tacka.

Zamenom dobijenog izraza za apsolutno ubrzanje @ u izraz za dinamicku silu ma u
direktno sledi osnovna jednacina dinamike u neinercijalnom sistemu S’:

md = F — may — 2ma x 7. (6.136)

Druga dva c¢lana u izrazu sa desne strane ove jednac¢ine ne poticu od interakcije medu telima, dakle
nisu prave sile, ve¢ su to tzv. inercijalne sile, koje su se pojavile usled neinercijalnosti sistema
S 1 predstavljaju tzv. inercijalne sile. lzraz —2md x U predstavlja tzv. Koriolisovu silu, a ¢lan
—ma@ X (J x 1), koji se javlja u —mdy, je centrifugalna sila.

6.6.7 Ojlerove jednacine za kruto telo

Ako se u jednacini (|6.125))

—(0)
dM
P
primeni Koriolisova teorema na izvod sa desne strane (koji predstavlja brzinu promene momenta
impulsa merenu iz laboratorijskog sistema) dobija se jednacina

RO —

d]\7 (©) rel
Y — RO _5x MO, (6.137)

Moment impulsa krutog tela racunat u odnosu na njegov centar mase jednak je

_>(C’) — / — -/ — — — / — / — — / — -/
M = g 7, X m,U, = E 7, X m,(lc+d x7r,)= E m,7, | X Ug + E ) x m,(d x 7))
1% 12 v 1%

= mig +1°6 =13,

posto je 7’ = 0. Ako za Dekartove ose sopstvenog sistema krutog tela izaberemo glavne ose
inercije, onda tenzor inercije Z¢ u tako izabranom sistemu ima dijagonalni oblik, pa projektovanjem
jednacine (6.137]) na te ose dobijamo Ojlerove jednacine za kruto telo:

dw

[1d_tl — (Iz = L)wowz = ch,
dw

I2d_t2 — (Ig — [1)W3W1 == KQC, (6138)
dw

13_3 — (Il — ]2)&)1(,(}2 = K:),C

dt
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Slobodna rotacija dinamicki simetri¢nog tela

Kao ilustraciju primene Ojlerovih jednacina razmotri¢emo slucaj slobodne rotacije, K© = ,

dinamicki simetri¢nog krutog tela kod koga je Iy = Iy # I53. Ojlerove jednacine se za ovakvo kretanje
svode na sistem diferencijalnih jednacina

dw

[1d—tl—(]1—13)u)2(,dg = O,

dw

[1d—t2—(13—11)w3w1 = O,
dW3
Is— = 0.
St

Iz poslednje jednacine sledi da je w3 = const, a onda diferenciranjem prve jednacine po vremenu
dobijamo

d2w1 du}g
IIW — (Il - Ig)(;dg? = O,
koja, zamenom dd% iz druge jednacine, dobija oblik
d2w1 (Il — 13) 2
de2 + |: Il w3| W1 = 0.

Dobijena jednacina ima oblik jednacine linearnog harmonijskog oscilatora, pa je njeno resenje

wy(t) = Acos(Qt + «),

gde je
L-1I; ]
0% =
{ I wg} ’
a A i «a su konstante, koje se odreduju iz pocetnih uslova. Posto je iz prve Ojlerove jednacine
1 [1 dw1
Wy = — —_—
2 w3 [1 N [3 dt

zamenom prethodno dobijenog izraza za w, direktno sledi:
wo(t) = Asin(Qt + ) .

Iz dobijenih izraza za wi, wy i w3 sledi da vektor ugaone brzine & precesira oko ose x3 ugaonom
brzinom €2. ... Ovde jos treba ubaciti sliku i kako sve to izgleda iz laboratorijskog sistem, takodje
reci nesto o Chandler wobble... [4] [ 6]

6.6.8 Analiticki metod u dinamici krutog tela

Kao sto je ve¢ receno, slobodno kruto telo ima Sest stepeni slobode, a za generalisane koordinate
je zgodno uzeti Dekartove koordinate pola A krutog tela xa,y4, 24 1 Ojlerove uglove ¢, 6 i 1. Rad
pri elementarnom pomeranju slobodnog krutog tela je onda jednak

SF -di, = SR A=Y F-(Gataxi)dt=Y F - dadt+ > F (@ x )t

= Fodt+3 > 7 x Fdt = Fdaa + Fydya + Fodza +3 - KWt
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Posto je
W = pe, + 0en + Yes,
konaé¢no se za elementarni rad dobija izraz

Fudea + Fydys + Fodza + KVdyp + (XW - 5N) do + (KW - 53> &,

gde su FiKW ukupna spoljasnja sila i ukupni moment spoljasnjih sila, koje deluju na kruto telo,
Sto znaci da su generalisane sile
Qa:A - F$7 QyA:Fya QzA:an
Q, = KW, Q=KW.éy, Q,=KW.& (6.139)
Sile interakcije koje deluju izmedu cestica krutog tela ovde tretiramo kao sile reakcije. Nije tesko
zakljuciti da se radi o idealnim silama reakcije. Naime, poSto su odgovarajuce veze stacionarne,

dovoljno je ispitati da li je ukupni rad ovih sila na mogué¢em pomeranju jednak nuli. Po definiciji
je taj rad jednak

Z F’l}mutr AR, = Z A7, = Z A7, + %Z ﬁw -d7,
v v,
- Z v dry, — Z 'dfuzézﬁw‘d(ﬁ_ﬁi)’
v

gde smo iskoristili zakon akcije-reakcije. Posto je sila ﬁW interakcije izmedu proizvoljne dve cestice
krutog tela kolinearna sa relativnim radijus-vektorom 7, — 7, (prema postulatima sile), dalje je
trazeni rad jednak

Medutim, rastojanje izmedu bilo koje dve ¢estice krutog tela se ne menja pri kretanju, pa je
d(7, —7,)* =0,

tj. rad sila reakcije na moguc¢em pomeranju jednak je nuli, pa se zaista radi o idealnim silama
reakcije, Sto znac¢i da su pri slobodnom kretanju krutog tela zadovoljene Lagranzeve jednacine u
svom osnovnom obliku:

d or oT d or 0T d o oT

BT T P S T ot W TR v et S
dor _or _ ga_T_a_T_Q dor _or _
dtdy oo ¥ 7 dt 9 odtgy oy Y

Ako su sve spoljasnje sile koje deluju na kruto telo potencijalne, onda se Lagranzeve jednacine za
kruto telo mogu pisati i u obliku

dor oL _, o dor oL _ o doL_ oL _g
dta:tA 81],4 ’ dtayA ayA ’ dtaZA 82,4 Y
doL oL _,  doL_oL_, doL_oL_, (6.140)

dtop  dp Codtogd 90 T dtoy O
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Ako se za pol izabere centar mase C, onda je kineticka energija jednaka
1
T =om(ag + 4 + 2)
1 . . .
+ 3 I (psinesinf 4 6 cos ) + Ir(¢ costpsin @ — O sin))? + I3(p cos  + w)Z] :

pri ¢emu su Ojlerovi uglovi uvedeni pod pretpostavkom da su ose sistema vezanog za kruto telo
glavne ose inercije, a Iy, I i I3 su glavni momenti inercije, a lagranzijan je L =T — U.

I pri neslobodnom kretanju, ako su sile reakcije idealne, a veze holonomne, mogu se primenjivati
Lagranzeve jednacine. Cesto se kod neslobodnog kretanja krutog tela javljaju tzv. uslovi kotrljanja
bez klizanja, koji odgovaraju kretanju krutog tela po idealno hrapavoj podlozi, pri kome deli¢i
krutog tela koji su u neposrednom dodiru sa takvom podlogom ne proklizavaju po njoj. Ovaj uslov
se formalno izrazava kao jednacina u kojoj se pojavljuju brzine, tj. izvodi generalisanih koordinata,
dakle radi se o neholonomnim vezama. U jednostavnijim slucajevima, to su kvazi-neholonomne
veze, tj. veze koje se integracijom mogu svesti na holonomne veze, ali to nije opste pravilo, pa treba
biti oprezan sa primenom Lagranzevih jednacina na takve sisteme.

Primer.... kotrljanje diska i lopte po ravnoj horizontalnoj podlozi

6.6.9 Kretanje teske simetricne cigre

Razmotrimo kretanje dinamicki simetricnog krutog tela kod koga je I; = I, u homogenom
gravitacionom polju § = —gé,, pri kome se njegova najniza tacka ne pomera (slika. Ako za pol
krutog tela izaberemo nepokretnu tacku, koja je istovremeno i koordinatni pocetak laboratorijskog
sistema, a za ose sistema vezanog za kruto telo uzmemo glavne ose inercije, onda kineticka energija
tela ima samo rotacioni deo, koji je jednak

1
T = 3 [[1(w] + wd) + I3w?] .

Ako dalje iskoristimo izraze (6.108)) za komponente ugaone brzine u sopstvenom sistemu krutog
tela, kineticka energija dobija oblik

1 . _
T3 [Il(ng sin? 0 + 6%) + (¢ cosd + W] , (6.141)

a posto je potencijalna energija U = mgl cos 6, gde je [ rastojanje centra mase od pola, lagranzijan
je jednak

1 . .
L= 3 [[1(gb2 sin? 0 + 6%) + I3(p cos 6 + w)z] —mglcosf. (6.142)
Posto su generalisane koordinate ¢ i 1 ciklicne, odmah dobijamo dva integrala kretanja
oL :
9% = Lipsin® 0 + I3(pcos @ + 1)) cos @ = const, (6.143)
2
OL . ,
8_1/} = I3(pcos@ + 1)) = const. (6.144)

Posto je moment gravitacione sile u odnosu na nepokretnu tacku jednak

—

K:fxmg':lmggzxég,
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Slika 6.21: Kretanje simetri¢ne ¢igre u homogenom gravitacionom polju. Najniza tacka ¢igre se ne

pomera.

Ual(©)
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Slika 6.22: Efektivna potencijalna energija (|6.146)) teske simetri¢ne ¢igre sa ucvrséenom tackom.



90 GLAVA 6. SPECIJALNI PROBLEMI

jasno je da se komponente momenta impulsa duz z i x3 ose odrzavaju i lako se proverava da je
upravo

a_[-/ = Z a_L = M3 .
9 o
Tre¢a Lagranzeva jednacina
doL_ oL _
dtog 00

ima eksplicitan oblik
16 — I sin 0 cos 0 + I3 sin 0(p cos 0 + @D) —mglsinf =0,
u kome ¢ i ¥ mogu da se izraze u funkeiji ugla 6 pomocu integrala Ms = const i M, = const kao:
M, — M;5cosf
I, sin? 6

Na taj nacin ova jednacina dobija oblik

p = Ms = Is($cos +1)).

0+ f(6) =0, (6.145)

gde je

f(0) = —m—glsine ~ cosO(M, — Mzcos0)® | Mz M, — Mz cosd '

I I?sin® 0 I} sin ¢

d(6%)/d6, iz ove jednacine sledi

1.
30 == [ 10)0.

gde integral sa desne strane moze da se svede na tablicne integrale. Ispostavlja se da je jednacina
koja se dobija nakon te integracije ekvivalentna zakonu odrzanja energije:

Nakon smene 6 = %

1. 1 (M, — Mscos0)* M?
E=T+U=-0L§*+_—= a2 [cosf = t.
+ 5 107 + o7, sin2 0 + o7, + mgl cos cons
Uz oznake 2 (M.~ M 9)2
1 — cos
E=E--3 Ug=-—~—2 "3 [ cosf 6.146
o1, et T o sin? 6 +mgleost, ( )

zakon odrzanja energije moze da se prepise kao

1 .
51102 +Ug=F,

= [ g {2l }/ |

¢ime je data zavisnost ugla 6 od vremena u implicitnom obliku. Integral sa desne strane, medutim,
ne moze u opstem slucaju da se izrazi preko elementarnih funkcija, ali pomocu energetskog dijagrama
kretanje cigre moze kvalitativno da se analizira. Funkcija Uyg(f) ima oblik kao na slici , sa
koje se vidi da kruto telo vrsi tzv. pseudoregularnu precesiju, naime njegova glavna osa inercije x3
obilazi oko z ose (precesira), ali istovremeno i ugao 6 izmedu ovih osa osciluje izmedu vrednosti 6,
i 6y, tj. vrsi tzv. nutaciju (slika . Odatle se Ojlerovi uglovi cesto nazivaju: 6-ugao nutacije,
(p-ugao precesije, ¥-ugao rotacije.

odakle je




6.6. KRUTO TELO 91

(a) (b) ©

Slika 6.23: Linija koju osa simetrije ¢igre x3 opisuje prolaze¢i kroz zamisljenu sferu ¢iji se centar
poklapa sa nepokretnom tackom cigre. Ako ¢ = % u toku kretanja ne menja znak, cigra
se krece kao na delu slike (a), dok deo (b) odgovara slucaju kada se znak ¢ menja u toku kretanja.
Na delu slike (c) prikazan je sluc¢aj kada za 6 = 6, vrednost ¢ dostize nulu, a za sve ostale vrednosti

0, < 0 < 0, ima isti znak [g].
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Glava 7

Hamiltonov formalizam

7.1 Hamiltonove jednacine

Generalisani impulsi i hamiltonijan

Svakoj generalisanoj koordinati ¢; moze se pridruziti tzv. generalisani impuls p; koji je po
definiciji jednak
oL
T

(7.1)

Polozaji i brzine svih ¢estica nekog sistema (na koji se moze primeniti Lagranzev formalizam) mogu
da se izraze preko generalisanih koordinata ¢;, generalisanih brzina ¢; i vremena t. Alternativno, iz
definicionih jednacina (7.1]) generalisane brzine mogu da se izraze u funkciji generalisanih koordinata
i impulsal] ¢ime se dobijaju relacije

gde smo sa q i p kratko oznacili kompletne skupove generalisanih koordinata i impulsa. Koristec¢i
ove relacije polozaje i brzine Cestica moguce je izraziti preko ukupno 2n generalisanih koordinata
¢; 1 impulsa p;, i vremena t. Ispostavlja se da je u ovakvom pristupu umesto Lagranzeve funkcije,
koja je funkcija ¢, ¢ i t, zgodnije raditi sa tzv. Hamiltonovom funkcijom (hamiltonijanom),
koji se definise kao

H@p.0) = Y e, pt) ~ Llavila,.0).0), &

gde svaku generalisanu brzinu ¢; treba izraziti u funkciji g, p i ¢, kako je i naznaceno.

Kanonske jednacine

Da bismo uvideli u ¢emu je prednost uvodenja hamiltonijana H u odnosu na lagranzijan L u
ovakvom formalizmu, izracunajmo izvode H po ¢ i p (zajedno se ove promenljive zovu kanonske
promenljive). Iz definicije hamiltonijana (7.3) sledi da je njegov parcijalni izvod po generalisanom

'Moze se pokazati da je u klasiénoj nerelativistickoj mehanici to uvek mogucée [IJ.

93
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impulsu p; jednak

OH 0 [ OL 94,
= [Zpyqy(q,p, ] Zaqjapl

Ip;
0L 0g;
= qi(g,p,t) +
Z Z . 9, 9p:
Posto se drugi i treéi ¢lan u poslednjem izrazu, prema definiciji ([7.1)), ponistavaju, dobijamo
OH

= q¢;(q,p,t). 7.4
op; (g,p.t) (7.4)

Sli¢no, izvod hamiltonijana po generalisanoj koordinati ¢; je

0L 0g;
8qz [Zp]qj q p7t ] aqz JZ aq] an . (75>

Posto smo, umesto u Lagranzevom formalizmu medusobno nezavisnih promenljivih ¢; i ¢;, u ovom
formalizmu (koji éemo zvati Hamiltonovim) izabrali promenljive ¢; i p; za medusobno nezavisne,
vazi da je

api
Jq;

=0,

pa je

a = . & ac.}j(q’p7 t)
90 ]E_l P;id;(q,p,t) E "

Vra¢anjem ovog izraza u desnu stranu (|7.5)), zbog definicije generalisanih impulsa dobijamo

oOH oL
= ——), (7.6)
dq; g
sto je dalje, zbog Lagranzevih jednacina
d oL 0L
el — 0O =1
dt 8q1 8qi Qz 7 ! 7 "
i, ponovo, definicije generalisanih impulsa, jednako
oOH .
04 =i h
Zajedno se dobijene jednacine
dgi(g,p,t) _ OH  dp; oOH
—_— = — =1,--- 7.7
dt apz ) dt Q aqz ] 5 ,n ( )

nazivaju Hamiltonove (kanonske) jednacine. Za razliku od Lagranzevih jednacina, koje pred-
stavljaju sistem od n obi¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda, Hamiltonove jednacine pred-
stavljaju sistem od 2n obi¢nih diferencijalnih jednacina prvog reda. ReSavanjem ovog sistema (za
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zadate pocetne uslove) dobijaju se konacne jednacine kretanja ¢;(t) i zavisnost generalisanih impulsa
od vremena p;(t), ¢ime je potpuno odredeno stanje sistema u svakom trenutku ¢. Iz samog oblika
ovog sistema (izvodi nepoznatih funkcija eksplicitno izrazeni preko svih ostalih velicina), jasno je
da je njegovo resenje jednoznacno, odakle ponovo sledi klasi¢ni zakon kauzalnosti.

Primer 7.1.1. Generalisani impuls p koji odgovara generalisanoj koordinati x u slucaju linearnog
harmonijskog oscilatora, po definiciji je jednak

OL 0o (1 1
P=or =5 (gme — §mw2x2> =mi, (7.8)
Sto odgovara x komponenti vektora impulsa cestice. Odatle je

p

. n_ P
x(x’p7 ) m )
pa je hamiltonijan jednak
p* 1
H(pa Z, t) = pflf(l’,p, t) - L(Ia i’([)’},p, t)) =o—- Smw?z?.
2m 2
Lako se proverava da je hamiltonijan u ovom sluc¢aju brojno jednak ukupnoj energiji
1 1
E= §m$2 + §mw2x2 ,
a Hamiltonove jednacine ((7.7)) dobijaju oblik
da p dp 2
==, —=-—-nmwrc.

dt — m’ dt
Prva Hamiltonova jednacina se poklapa sa jednac¢inom koju smo dobili direktno iz definicije gener-
alisanog impulsa . U vezi sa konkretnim nalazenjem kona¢ne jednacine kretanja x(t) ovde se
moze primetiti da nikakvu olaksicu nismo dobili time $to smo presli na sistem od dve diferencijalne
jednacine prvog reda. Naime, ovaj sistem se najlakse resava tako Sto se prva jednacina diferencira
po vremenu, ¢ime se sa desne strane pojavi p, koji zatim treba iz druge jednacine zameniti. Tako se
ponovo dobija diferencijalna jednac¢ina drugog reda: i -+w?x = 0, koja se poklapa sa odgovaraju¢om
Lagranzevom jednacinom.

Primer 7.1.2. U slu¢aju matematickog klatna je generalisani impuls p jednak

L 1
p= g_go = % (§mR2gb2 + mgR cos gp) =mR*¢,
odakle je
. _ b
YT R

a hamiltonijan
2
H(p,p,t) = %RQ —mgRcosy,

sto je ponovo brojno jednako ukupnoj energiji. Hamiltonove jednacine ((7.7)) ovde imaju oblik
dp _ p dp

%o mE @ —mgRsinp.
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Slika 7.1: Trajektorija linearnog harmonijskog oscilatora u faznom prostoru je elipsa ¢ije poluose
zavise od ukupne energije oscilatora.

Ni u slucaju matematickog klatna ne dobija se nikakav dobitak u smislu nalazenja konacnih
jednacina kretanja, sto je uobicajeno za sisteme sa malim brojem stepeni slobode. Medutim, za
sisteme sa velikim n, kada se jednacine kretanja obi¢no resavaju numericki, mnogo je lakse raditi
sa sistemima diferencijalnih jednacina prvog, nego drugog reda (makar ih bilo i duplo vise), pa
tada Hamiltonove jednacine imaju veliku prednost u odnosu na Lagranzeve. Sustinske prednosti
Hamiltonovog formalizma uocavaju se u drugim oblastima fizike, recimo u statistickoj i kvantnoj
fizici.

Formalizam statisticke fizike primenjuje se u tzv. faznom prostoru [9]. To je prostor di-
menzije 2n u kome tacka, reprezentovana uredenim skupom generalisanih koordinata i impulsa:
(@1, yGn, 1, - , Pn) odreduje stanje sistema. Kretanju sistema odgovara trajektorija koju opisuje
tacka

<QI(t)7 Gy uqqz(t)7p1<t>’ e 7pn<t>) .

Trajektorije sistema se u faznom prostoru ne seku, jer bi presecanje trajektorija znacilo da iz
istih pocetnih uslova (u tacki preseka) postoji vise trajektorija, $to je u suprotnosti sa klasi¢cnom
kauzalnoséu. Na primer, kako smo pokazali, hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora brojno
je jednak njegovoj ukupnoj energiji, koja se odrzava, pa je

P’ 2.2
— 4+ —mw-x® = E = const,

2m 2
Sto predstavlja jednacinu elipse u faznom prostoru, koji je ovde dvodimenzionalan. Ova elipsa
predstavlja trajektoriju oscilatora u faznom prostoru, a njene poluose odredene su energijom. Jasno
je da se za razlicite energije dobijaju elipse koje se ne presecaju (slika [7.1]).

Osnovni dinamicki zakon u kvantnoj mehanici predstavlja Sredingerova jednacina:

L oY .

ZFLE = H'(b s
gde 1 tzv. funkcija stanja kvantnog sistema, a H je hermitski operator koji odgovara hamiltonijanu.
Operator H se formira tako §to se u klasicni izraz za hamiltonijan, umesto klasi¢nih generalisanih
koordinata i impulsa, stave hermitski operatori koji odgovaraju koordinatama i impulsima [10].
Tako je npr. za linearni harmonijski oscilator H = p2/(2m) + mw?®#2/2, gde su hermitski operatori
Z 1 p redom tzv. operatori koordinate x i impulsa p.
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7.2 Fizicki smisao hamiltonijana

Eksplicitnim ra¢unom smose uverili je hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora i matematickog
klatna jednak njihovoj ukupnoj mehanickoj energiji. Ispitajmo opste uslove pod kojima je to tacno.
Ako u izraz za hamiltonijan ([7.3|) eksplicitno stavimo L = T — U dobijamo

~T+U. (7.9)

H=> pigi(q.p.t) = L(q. 4(q, p, t a

Kako smo ranije ve¢ pokazali
n

oL :
96, = 2 Aiadi + Bi.

1 ]:1
gde koeficijenti A;; i B; poticu iz izraza za kineticku energiju:

ZAU q1,- - 7Qn7 QZqJ +ZB qi, - >Qn7t)Ql+C(q17 7QTL7t)'

7]1 =1

Ako poslednja dva izraza vratimo u ), dalje dobijamo da je hamiltonijan brojno jednak izrazu

H = ZAmngHrZqu ZAwaqJ ZBql C+U

,Jl 3,j=1

= 3 Z AijGig; — C+ U, (7.10)
ij=1
odakle se vidi da je hamiltonijan sigurno brojno jednak ukupnoj energiji ako je kineticka energija
homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina. Osim hamiltonijana i lagranzijana, ponekad se
razmatra i tzv. generalisana energija £, koja je funkcija generalisanih koordinata i brzina i
definise se kao

. “~ OL
E(g.q.t) =) 5-di— L. (7.11)
i=1 1

Ocigledno, generalisana energija je brojno jednaka hamiltonijanu.

7.3 Integrali kretanja

Drugo zanimljivo pitanje u vezi sa hamiltonijanom je u kojim slucajevima se njegova brojna
vrednost ne menja u toku kretanja sistema, tj. kada je hamiltonijan integral kretanja. Totalni
izvod H po vremenu jednak je

dH(q,p,t) ~~(0H. OH. OH
= —; S it 3P ) g (7.12)

Ako u sumu u gornjem izrazu, izvode kanonskih promenljivih zamenimo iz Hamiltonovih jednacina
dalje dobijamo

dH(q,p,t) B oH 8H oH oH OH O0H -
d¢ N Z dq; Op; ap @ dq; + ¢ *

(7.13)
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g =1

Slika 7.2: Tejlorovo klatno.

odnosno, ako jos jednom iskoristimo Hamiltonove jednacine, sledi

dH O0H <
—_— = — i - 7.14
Znadi, ako hamiltonijan ne zavisi ekspilicitno od vremena i ako je > | Qf¢; = 0 (3to je sigurno taéno
ako su sve aktivne sile potencijalne ili giroskopske) onda je sigurno dH/dt = 0, tj. hamiltonijan
predstavlja integral kretanja.

Primer 7.3.1. Tejlorovo klatno je sistem koji se sastoji od cCestice mase m, koja se u homogenom
gravitaciom polju krec¢e po glatkom tankom prstenu poluprecnika R, koji rotira konstantnom
ugaonom brzinom w oko svog vertikalnog precnika (slika . Ako se za generalisanu koordinatu
izabere sferni ugao 6, kineticka energija dobija oblik

1 .
T = §mR2(w2 sin® 6 + 6%)

a potencijalna U = mgR cos 6. Posto kineticka energija nije homogena kvadratna funkcija genera-
lisane brzine 6, ni generalisana energija

1

&= §mR2(92 —w?sin®0) + mgRcos b,
ni hamiltonijan
P’ 1
=5 T imsz2 sin? 6 +mgR cos @,
m

nisu jednaki ukupnoj mehanickoj energiji

1 :
E= §mR2(w2 sin® @ + 6%) + mgR cos ..

S druge strane, nepotencijalnih sila nema, a hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od vremena, $to
znaci da predstavlja integral kretanja, isto kao i generalisana energija. Medutim, ukupna mehanicka
energija se ne odrzava, posto postoji nestacionarna veza ¢ = wt.
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Cikliéne koordinate

Ako su sve sile potencijalne, onda ciklicnoj koordinati ¢;, za koju po definiciji vazi g—é = 0,

prema odgovarajucoj Lagranzevoj jednacini

doL OL N d oL
odgovara integral kretanja
oL "
i = - = n s
D a4, cons

tj. generalisani impuls konjugovan ciklicnoj generalisanoj koordinati je integral kretanja. Iz odgo-
varaju¢e Hamiltonove jednacine onda sledi

= 50 =

pi Oa

Sto znaci da hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od cikliléne koordinate ¢;, tj. H ima oblik

H=H(q, " ¢i-1,%+41," " >qnsD1>" " Di—1,CONSt, Piy1, -, Pn,t).

Odatle zaklju¢ujemo da se u Hamiltonovom formalizmu broj stepeni slobode efektivno smanjuje
za broj cikliénih koordinata, kao sto je, na primer, bio slucaj kod centralnog kretanja ili kod teske
simetricne cigre.

Primer 7.3.2. Lagranzijan u slucaju centralnog kretanja
L o, 2.9
Lzam(r +7r29°) = U(r)

ne zavisi eksplicitno od koordinate ¢, pa je generalisani impuls p, konstanta kretanja. Posto su

generalisani impulsi

2 .

pr = mr, p, = mr°o = const,

hamiltonijan se efektivno svodi na hamiltonijan jednodimenzionalnog sistema:

v P P} P
H=— Ld Ulr)=—"—+7U U, =7 U
om  2mr? +U(r) 2m + Uegr(r). off(") 2mr? +U(r),
sa relevantnim jednac¢inama
s b AUt

;
m’ dr

Primer 7.3.3. Iz lagranzijana ([6.142) teske simetri¢ne cigre se po definiciji za generalisane impulse
nalaze sledeci izrazi

Py = [1gbsin29+f3c086(gbcosﬁ+lb),
py = I3(pcosh+1)),

Po = 119
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Ove tri jedna¢ine mogu da se shvate kao sistem od tri linearne algebarske jednac¢ine, ¢ijim resavanjem
se dobijaju generalisane brzine izrazene u funkciji generalisanih impulsa:

. Py — costpy C Dy Py — COS Opy, - Py
_ N g7 0= 7.15
4 Iisin?f ' 4 I3 o8 ( I sin? 6 ) ’ L (7.15)

Posto je u ovom slu¢aju hamiltonijan jednak ukupnoj mehanickoj energiji (kineticka energija je
homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina), hamiltonijan nalazimo kao zbir kineticke en-
ergije (6.141)), u kojoj smo generalisane brzine izrazili u funkciji generalisanih impulsa, i potencijalne
energije U = mgl cos 0, tako da je

(p, —cosbpy)® P} P
Py P icost 7.16
ol 520 | or T ap T M9reos (7.16)

H =

Dobijena funkcija ne zavisi eksplicitno od koordinata ¢ i v, pa iz Hamiltonovih jednacina direktno
sledi
P,=0, py=0 = p,=const, py,=const, (7.17)

Sto zna¢i da su u izrazu za hamiltonijan (7.16)) jedine promenljive 6 i py, tj. zaista se efektivno
problem sveo na jednodimenzionalni, kome odgovaraju slede¢e dve Hamiltonove jednacine:

(p, —pycosf)*  pype —pycost
Il SiH3 0 [1 SiIl3 0 ’

pe = mglsinf + (7.18)

:I_17

koje se lako svode na jednu diferencijalnu jednacinu drugog reda po 6, ako se u drugoj jednacini

pe zameni sa 116 (Sto trivijalno sledi iz prve). Naravno, tako dobijena jednacina poklapa se sa
jednacinom (|6.145f), imajuci u vidu da je p, = M. i p, = M3, sto se lako proverava.

Poasonove zagrade

Totalni izvod po vremenu proizvoljne funkcije kanonskih promenljivih i vremena F(q,p,t), za
sistem sa potencijalnim silama, jednak je

dF < <8F . OF . ) oF
dt z—zl 8q2- 3pi ot

Ako dalje iskoristimo Hamiltonove jednacine ([7.7)), ovaj izraz postaje

dF 5 <8F OH OF 8H) OF (720

E_izl 36]1‘8201'_32%8% +E‘

Uvodenjem tzv. Poasonove zagrade, koja se za proizvoljne dve funkcije v i v kanonskih promenljivih
definise kao

" /Ou v Ou dv
v} = 121 <3%‘ opi - opi 3%‘) 7 (7.21)
kona¢no dobijamo
g %—f. (7.22)

At
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Specijalno ako je F' = ¢; ili F' = p; dobijamo Hamiltonove jednacine u simetricnom obliku

dg;
dt

dp;
dt

Ovakav oblik Hamiltonovih jedna¢ina posebno je zna¢ajan zbog primena u kvantnoj mehanici [10],
gde operatori koji odgovaraju koordinatama i impulsima zadovoljavaju jednacine
dg; Uen 7 dp; io.op

pri éemu oznaka ,,[ , |”odgovara komutatoru, koji se za dva operatora @ i v definise kao

A A

[, 0] = uv — 0u.
Pod osnovnim Poasonovim zagradama podrazumevamo zagrade kanonskih promenljivih, t;j.
[qia QJ] = 07 [pzvp]] = 07 [QHPJ} — 6ij .

Slicne relacije vaze u kvantnoj mehanici, pri ¢emu koordinate i impulsi prelaze u odgovarajuce
operatore, a Poasonova zagrada u komutator, podeljen sa ih.
Ako je neka velicina F' integral kretanja, onda prema ([7.22) vazi

oF
0= |FH+—. 7.24
7 H]+ 5 (724
Moze se pokazati da za integrale kretanja vazi Poasonova teorema: Poasonova zagrada dva
integrala kretanja je takode integral kretanja.

Primer 7.3.4. Lako se proverava da su komponente momenta impulsa M, i M3 redom jednake
generalisanim impulsima p,, i py. Znajuéi izraz za hamiltonijan ¢igre (7.16]), vidimo da su Poasonove

zagrade
[MZ,H]:[])WH]:O, [M&H]:[pwaH]:O?

Sto, prema jednacinama , znaci da M, i Mj jesu integrali kretanja. Ovo smo, naravno,
ranije ve¢ utvrdili pomoc¢u zakona momenta impulsa, ali nam ovaj primer ilustruje kako je u
okviru Hamiltonovog formalizma moguce ispitati da li je neka fizicka velicina integral kretanja,
bez pozivanja na osnovne teoreme mehanike i bez eksplicitnog resavanja diferencijalnih jednacina.
U ovakvom pristupu, ispitivanje da li je veli¢ina integral kretanja svodi se na racunanje Poasonovih
zagrada (tj. parcijalnih izvoda), pod pretpostavkom da nam je poznat izraz za fizicku veli¢inu koja
nas zanima u funkciji kanonskih promenljivih.

7.4 Generalisano potencijalne sile

Osim obi¢nih potencijalnih generalisanih sila, koje zavise od generalisanih koordinata i, even-
tualno, vremena, postoje i tzv. generalisano potencijalne generalisane sile, koje zavise i od
brzina, a mogu se izraziti preko generalisanog potencijala V' (q, ¢,t) kao

d /oV oV
o _ ) 2
@i de (aqz‘) 0q; (7.25)
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Ako se u osnovnom obliku Lagranzevih jednacina

iaT B oT
dtdq; g

- Q’L )
generalisane sile razdvoje na generalisano potencijalne i ,,ostatak” @, tj. napisu kao

Cod fovN oV

lako se proverava da jednacine ponovo mogu da se napisu u standardnom obliku

i@L B oL
dtdq; g

=@,

gde jesada L =T — V, a Q! deo generalisanih sila koji ne moze da se izrazi pomocu generalisanog
potencijala (jasno je da su obi¢ne potencijalne sile specijalan slucaj generalisano potencijalnih).
Slicno, ako se sa ovakvim lagranzijanom definiSe hamiltonijan, lako se pokazuje da i Hamiltonove
jednacine zadrzavaju isti oblik. Takode, i diskusija o smislu hamiltonijana je slicna, jedino §to je u
ovom slucaju

o
4di d;

posto V moze da zavisi od ¢. Primetimo da generalisani potencijal V' moze da bude jedino linearna
funkcija generalisanih brzina, jer bi u suprotnom generalisano potencijalna generalisana sila bila
funkcija generalisanih ubrzanja, sto bi znacilo da odgovarajuca sila interakcije zavisi od ubrzanja, a
to zabranjuju postulati sile. Znaci, u najopstijem slucaju, generalisani potencijal je funkcija oblika

V= Z a;(qi, t)g; + Ulqi, t), (7.26)
i=1

pa je hamiltonijan

1 —~ IV 1 -
H = izAz’jq.z'Qj_C‘i"v_za_qiqZ’zéZAijQin_C+V_ZaiQi

ij=1 i=1 ij=1 i=1

I, ..

,j=1

tj. dobija se isti izraz kao i u slucaju obi¢nih potencijalnih sila. Ovde treba napomenuti da se i u
sluc¢aju generalisano potencijalnih sila, ukupna mehanicka energija i dalje definise kao zbir kineticke
energije i potencijalne energije U, tj. dela generalisanog potencijala koji ne zavisi od generalisanih
brzina. Kona¢no, ni izraz za dH/dt se u ovom slucaju ne menja. Najvazniji primer generalisano
potencijalnih sila je Lorencova sila.

Primer 7.4.1. Na cesticu nalelektrisanja ¢, koja se krece u elektromagnetnom polju, okarakter-
isanom jac¢inama £ i B deluje Lorencova sila

F=q(E+7xB).
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Polja se mogu izraziti preko skalarnog ¢(7,t) i vektorskog fY(F, t) potencijala [I1] na slede¢i nacin

0A

E, EZYOtA

E = —gradp —

a ako se za generalisane koordinate izaberu Dekratove koordinate cestice, lako se proverava da su
odgovarajuce generalisane sile, u ovom sluc¢aju Dekartove komponente sile I, jednake
_dov oV F_dGV ov F_d@V oV
Codtor ox’ Y dtoy oy’ 7 dtoi: 9z

gde je .
V=q(p—1v-4).

Drugim recima, Lorencova sila jeste generalisano potencijalna sila. Polaze¢i od lagranzijana L =
T — V, nalaze se generalisani impulsi

Pa = mi + qAs, py=my+qA,, p.=mi+qA;,

dok je hamiltonijan
1 -~ "N
H=T+qp=5—(P-qA)+qp,
m

gde je P=mi+ q/f.
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Glava 8
Princip najmanjeg dejstva

Princip najmanjeg dejstva spada u tzv. varijacione principe, koji se zasnivaju na varijacionom
racunu, Cije su osnove date u slede¢em odeljku.

8.1 Varijacioni racun

Za diferencijabilnu funkciju y(x) nezavisno promenljive x i funkciju
F(z,y(x), &) formirajmo odredeni integral

[= /F (m y(@), di?) da. (8.1)

x1

Osnovni zadatak varijacionog racuna glasi: naéi funkciju y(x), koja prolazi kroz fiksirane tacke
(x1,11) @ (z2,y2) u ravni xy, takvu da integral I ima ekstremalnu vrednost. Neka je y(z) trazena
funkcija, a sa g(x) oznacimo sve ostale funkcije u okolini trazene (slika. Svaku ,,okolnu” funkciju
y(z) mozemo da izrazimo u obliku

y(z) = y(x) + en(x),

gde je € mali parametar, a n(z) proizvoljna funkcija, takva da je n(z;) = n(xe) = 0 (posto je za
svako ¢ postavljen uslov (z1) = y1 i g(x2) = y2). Sa tako uvedenim oznakama, I moze da se shvati
kao funkcija od €, a potreban uslov da ona ima ekstremalnu vrednost za ¢ = 0 je

dI(e)
de

~0. (8.2)

e=0

Posto je € mala velic¢ina, funkcija Fz, g(x), %] moze da se razvije u Tejlorov red na sledeéi nacin:

Flon | = Flose) +at), L + ]|

dx "dx
= Flz,y(x) +en(z),y'(z) + en'(v)]
- OF OF ,
= F(%y,y)ﬂLa— 677(90)+y en(z) +-- -, (8.3)
Y@y Y @y
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(x,)

(x, )

Slika 8.1: U najjednostavnijem obliku varijacionog ra¢una razmatraju se razne funkcije y(z) koje
prolaze kroz dve fiksirane tacke u ravni (z,y).

gde - -+ oznacavaju ¢lanove viseg reda po €. Ako se ovakav izraz zameni u integral (8.1)) dobija se
Ji [ roF OF
16 = [ Floytahy@ldo+e [ |00+ Goif(e)| dot o (3.4)
oy oy’
odakle je
dI(e) / {ap OF | ]
= —n(z)+ —n'(x)| dx. 8.5
| =] 5@+ g @ (85)
Na drugi ¢lan u poslednjem integralu moze da se primeni parcijalna integracija, tj.
a foF  oF  |™ [ doF
— 7 (x)dr = [ =—dn= — — ——dz. 8.6
gy e = [ G = S|~ [ng s (5.
x1 1 1

Kako je n(x1) = n(z2) = 0, prvi sabirak u izrazu koji smo dobili za ovaj integral se anulira, pa

vrac¢anjem u (8.5 dobijamo
[ (0F dOF
= — - ——]d
—o /77(:6) <8y dx 8y’) v

1

Poslednji integral jednak je nuli za proizvoljnu funkciju n(z) samo ako je identicki zadovoljena tzv.
Ojler-Lagranzeva jednacina:

=0, (8.7)

Uobicajeno je da se razlika proizvoljne funkcije g i funkcije y koja predstavlja resenje varijacionog
problema naziva varijacija funkcije y i obi¢no se oznacava sa 0y, tj.

6y(r) = y(v) — y(x) = en(w). (8.8)
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Varijacija izvoda funkcije y(x) je onda jednaka

oy (z) =y (x) — v/ (x) = enf (), (8.9)
odakle je jasno da varijacija i izvod komutiraju, tj.
8y () = [oy(x)]". (8.10)

Sa ovakvim oznakama razlika funkcija F'(z,y,9') 1 F(x,y,y’) na osnovu (8.3)) moze da se napise u
obliku 5P

0 — oy + - 8.11
| y + o Y4 (8.11)

(z,y,9")

, , oF
AF:F({E,g,ﬂ>—F($‘,y7y) = a_y

a razlika integrala I racunatog redom sa funkcijama ¢ i y, na osnovu (8.4)), jednaka je

(z,y,y’

z2

oF oF
Al =1(e) —I(0) = —0 —oy | d 8.12
@100 = [ (Goou+ 5 o ) ot (8.12)
Uobicajeno je, takode, da se sa 6 F' i §I oznacavaju redom delovi AF i Al koji su linearni po €, (tj.
po varijaciji funkcije y), sa 62F i 62 delovi koji su proprocionalni €? itd., pa se AF i AT u skladu
sa tim pisu kao

AF =6F+0°F+---, Al =0I+6T+---, (8.13)
gde je
oF OF
oF "= —dy + —dy 8.14
(z,9.9) 3y y+ay,y, (8.14)
sto podseca na izraz za totalni diferencijal funkcije tri promenljive (z,y,y’) kada je promenljiva x
fiksirana, i
F(OF _  OF - (0F doF
ol = —Oy+—0y |dex = [ dy| — — —=— | do. 8.15
/(&y y+3y’y) A / y<3y dx@y’) ! (815)
Tl 1

Uslov (8.2)) je onda ekvivalentan zahtevu da je prva varijacija integrala I jednaka nuli, tj.
0l =0. (8.16)

Ako je ovaj uslov zadovoljen, onda I(¢€) za € = 0 ima stacionarnu vrednost, $to odgovara minimumu,
maksimumu ili prevojnoj tacki. O ¢emu se tacno radi moze se zakljuciti tek na osnovu analize druge
varijacije °1. Integral I ¢e imati ekstremalnu vrednost za y(z) ako druga varijacija 621 uvek ima
isti znak, tj. imaé¢e minimum za 62/ > 0, odnosno maksimum za 627 < 0.

Primer 8.1.1. U ravni zy uoc¢imo tacke (z1,y1) i (x2,9) i linije y(z) koje spajaju te dve tacke.
Duzina elementa dl proizvoljne takve linije je

dl = /da? + dy? = de/1 +y2,

pa je ukupna duzina [ linije izmedu uocenih tacaka jednaka

T2
l:/\/l—i-y’zdx.
1
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Ova linija ¢e imati ekstremalnu duzinu za onu funkciju y(z) za koju je zadovoljena Ojler-Lagranzeva
jednacina u kojoj je F(x,y,y’) = /1 + 2. Posto F' ne zavisi eksplicitno od y, Ojler-Lagranzeva

jednacina se svodi na
d OF
— = const,

— 7 =
dt oy’ oy’
odakle sledi
y'(r) =a=const = y(x)=ax+D,

Sto je, naravno, jednacina prave, za koju se lako proverava da odgovara minimalnom rastojanju
izmedu tacaka.

Uocimo sada n nezavisnih diferencijabilnih funkcija ¢;(t),- - , ¢,(t) iste promenljive ¢, funkciju
Flt,q1(t), -+ ,qn(t), ¢1(t), -+ ,dn(t)] 1 njen integral

to

I= [Pl anle)h o). duodr. (5.17)
t1
Ako za skup funkcija ¢1(t),- - , g,(t) integral I ima ekstremalnu vrednost, a ako sa @ (t), -+ , G,(t)
oznacimo funkcije
G(t) = q(t) +eni,  mi(t) =ni(t2) =0, i=1,---,n, (8.18)

onda je, analogno jednodimenzionalom slucaju

oF
I(e) — —E/Z(a ;i + 2 m>dt+52[+~-. (8.19)

Odatle je

dI
dt | _,

Z/(aq Uy m) dt = Z/(@qz jt?i) nidt, (8.20)

$to je za proizvoljne i medusobno nezavisne funkcije 7; uvek jednako nuli jedino ako su identicki
zadovoljene Ojler-Lagranzeve jednacine

OF L i OF

=0, i=1,--,n. (8.21)

Znaci, Ojler-Lagranzeve jednacine predstavljaju potreban uslov da integral I ima stacionarnu vred-
nost za skup funkcija ¢;(¢), a da li se radi o ekstremumu, utvrduje se na osnovu znaka druge varijacije

821,
8.2 Hamiltonov princip

Da bismo primenili varijacioni racun na mehaniku, potrebno je da uvedemo jos nekoliko novih
pojmova.
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Hamiltonovo dejstvo W po definiciji je jednako
t2
W = /L[q1<t)a U 7qn<t)7 Ch(ﬂa T 7Qn(t)7t] dt? (822)
t1

gde je L(q, ¢,t) lagranzijan posmatranog sistema.

Konfiguracioni prostor je n-dimenzionalni prostor u kome je tacka uredena n-torka (¢, - - - , ¢»),
koju ¢ine generalisane koordinate fizickog sistema koji ima n stepeni slobode. Putanja koju tacka
u konfiguracionom prostoru opisuje pri stvarnom kretanju sistema zove se pravi (stvarni) put
sistema. Uocimo jedan pravi put koji sistem, tj. njegova reprezentaciona tacka u konfiguracionom
prostoru prede od trenutka ¢; do trenutka to, od tacke M (t1) do tacke M (). Pod okolnim putem
sistema ¢emo onda podrazumevati put u konfiguracionom prostoru izmedu tih istih tacaka M (1) i
M (t3), koji odgovara zamisljenom kretanju sistema od trenutka ¢; do ¢5, a malo odstupa od stvarnog
kretanja. Oznacimo sa Plgi(t), -+, ¢,(t)] proizvoljnu tacku na pravom putu, a sa P[q(t), -, Ga(t)]
tacku na okolnom putu, koja odgovara istom trenutku ¢, a sa d¢q; varijacije generalisanih koordinata
koje odgovaraju prelasku sa pravog na okolni put, tj.

6g;(t) = @i(t) — qi(t). (8.23)
Ako na sistem koji posmatramo deluju samo potencijalne sile, onda Lagranzeve jednacine imaju

oblik
4oL oL

koji se, na osnovu prethodnog odeljka, poklapa sa oblikom Ojler-Lagranzevih jednacina , za
¢i(t) (na pravom putu sistema), kada se uzme F' = L. PosSto ispunjenost ovih jednacina znaci
da odgovarajuéi integral ima stacionarnu vrednost, to znaci da Hamiltonovo dejstvo na pravom
putu ima stacionarnu vrednost. Analizom druge varijacije dejstva (8to prevazilazi okvire ovog kursa
[2]), moze se pokazati da je ona pozitivna za dovoljno male vremenske intervale to — t1, i u tom
sluc¢aju onda vazi Hamiltonov princip najmanjeg dejstva: stvarno kretanje sistema sa idealnim
reakcijama, holonomnim vezama i potencijalnim silama odvija se tako da Hamiltonovo dejstvo duZ
pravog puta tma minimalnu vrednost u odnosu na vrednosti dejstva duz svih okolnih puteva.

i=1-,n, (8.24)

Napomena

Oznakom dg; smo u Lagranzevom formalizmu oznacavali promene generalisanih koordinata,
koje su odgovarale virtuelnim pomeranjima. Ispostavlja se da varijacija zaista odgovara virtuelnoj
promeni generalisane koordinate. Naime, ako u trenutku ¢t — d¢ u konfiguracionom prostoru na
stvarnom putu uo¢imo tacku P(t — dt), a u trenutku ¢ uo¢imo tacke P(t) i P(t), prvu na pravom,
a drugu na okolnom putu, onda prelaz iz P(t — dt) u P(t) odgovara moguéem pomeranju (stvarno
kretanje sve vreme je u skladu sa vezama), isto kao i prelaz P(t —dt) u P(t), posto je i okolni put u
skladu sa vezama. Razlika ova dva moguéa pomeranja odgovara prelasku iz P(t) u P(t) (slika[8.2)),
a posto je razlika dva ovako definisana moguca pomeranja jednaka virtuelnom pomeranju, sledi da
je q;(t) — qi(t) = dq;(t) zaista virtuelna promena generalisane koordinate ¢;.

8.3 Hamiltonovi sistemi

Pod Hamiltonovim sistemima podrazumevaju se svi one sistemi za koje se moze naéi funkcija
L(q,q,t) (koja ne mora biti jednaka T'— V'), tako da se odgovarajuée Ojler-Lagranzeve jednacine u
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P(1)

P(t)

Slika 8.2: Pravi (puna linija) i okolni put (isprekidana linija) u konfiguracionom prostoru. Prelazak
iz konfiguracije odredene tackom P(t — dt) u tacku P(t), odnosno u tacku P(t) na okolnom putu,
odgovara moguéem pomeranju (i okolni i pravi put su po definiciji u skladu sa vezama), $to znaci
da prelazak iz P(t) u P(t) odgovara virtuelnom pomeranju.

svom eksplicitnom obliku poklapaju sa diferencijalnim jednac¢inama kretanja tog sistema, tj. da vazi
to

Hamiltonov princip najmanjeg dejstva za W = [ Ldt. Ovi sistemi ne moraju da budu iskljucivo
t1

mehanicki i u tom smislu se kaze da Hamiltonov princip predstavlja opsti princip teorijske fizike.

Zaista, principi analogni Hamiltonovom principu u mehanici, postoje i u drugim oblastima fizike,
npr. Maksvelove jednacine za elektromagnetno polje mogu da se napisu u obliku Ojler-Lagranzevih
jednacina za pogodno definisano dejstvo [11] itd.

Primer 8.3.1. Za cesticu mase m koja duz vertikale pada u homogenom gravitacionom polju, pri
¢emu na nju deluje i sila otpora sredine, proporcionalna njenoj brzini sa koeficijentom proporcional-
nosti am, funkcija

1
L' = §me“t(x'2 + 2gz) ,
gde je x osa orijentisana vertikalno nanize, stavljena u Ojler-Lagranzevu jednacinu

oL dor
or dt 9&

daje diferencijalnu jednacinu
mI = mg — max .

Ova jednacina se moze da se dobije direktno iz II Njutnovog zakona ili pomoc¢u Lagranzeve jednacine

e T

gde je
L=T-U=-mi*+mgz, Q"= —mai.
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Ovde je zgodno primetiti da ako lagranzijan L zadovoljava Hamiltonov princip, onda ¢e ga
takode i funkcije L' = aL i L' = L + df(q,t)/dt u svojstvu lagranzijana zadovoljavati. Za prvu
funkciju je to ocigledno, a za drugu je

W — / (u%’”) dt = / Lt + / df(q.t) = W+ flata), t2) — fla(ts) t1).

t1

pa je varijacija dejstva jednaka

W' = oW + ——0q;(t2) — 0q;(ty) = oW,
izla% a(t2) ;a% ¢(t1)
gde smo iskoristili ¢injenicu da su varijacije generalisanih koordinata u trenucima t; i ¢ jednake
nuli. Konacno, ako ovako definisani lagranzijani L’ daju iste diferencijalne jednacine kao i L, onda
je jasno da i lagranzijan
d t
L' =aL+ % , (8.25)

kada se zameni u Ojler-Lagranzeve jednacine takode daje iste diferencijalne jednacine.
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Glava 9

Resenja zadataka

9.1 Osnovne postavke klasicne mehanike
Resenje [1.4.1] (i) Osnovna jednacina dinamike za kretanje projektila ima oblik
ma =mg — ymu, (9.1)

odakle se projektovanjem na ose Dekartovog koordinatnog sistema dobijaju sledece tri skalarne
diferencijalne jednacine:

mi = —my&d, (9.2)
mz = —mg—myz.
Iz jednacine (9.2)) prvo sledi
T+ yx=Ch, (9.5)

gde je ('} integraciona konstanta koja se odreduje iz pocetnih uslova z(0) = 0, ©(0) = v;:
Cy=wv;.

Jednacina onda moze da se prepise kao
dx

v — YT

— dt,

odakle se integracijom dobija

1 .
x(t) = S (v1 — Cae™ ) .

Iz pocetnog uslova x(0) = 0 sledi Cy = vy, tako da konacna jednacina za koordinatu x projektila
ima oblik: "
o)== (1—e) . (9.6)
Y

Iz jednacine (9.3)) zbog pocetnog uslova ¢(0) = 0 trivijalno sledi kona¢na jednacina: y(t) = 0.

113
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Diferencijalna jednacina ({9.4)) za z(¢) moze da se prepise kao
i+vzi=—yg,
odakle prvo (uz zadate pocetne uslove) sledi
Z+vz=—gt+wvs.

Dobijena jednacina ima oblik nehomogene linearne diferencijalne jednacine prvog reda, pa se njeno
reSenje nalazi uz pomo¢ formule poznate iz matematike:

2(t) = e I (/(—gt + vg)el 1 dt + 03) .

odakle je
Z(t) =e" ( / (—gt +vs)e? dt + 03) = Oyt 4 B et / tedt .
Y

Posto je [teV'dt = %e”t(t — 1/7), sto se lako nalazi parcijalnom integracijom, i z(0) = 0, kona¢na
jednacina za koordinatu z je

g + vsy nt gt
z(t) = 7— (1 —e"7") — =—. 9.7
(t) 2 ( ) ; (9.7)

Iz jednacine sledi

1
l—et=21 o t:——ln(1—ﬁ),
U1 Y U1

pa se zamenom poslednjeg izraza u dobija trazena jednacina trajektorije:

Z:W_ﬂ]ﬁ%ln(l_ﬁ)' 9.8)
Y1 Y U1
Posto za malo a vazi razvoj
1 1
In(l—a)=—a—-a?>—=a®+ ...
n(l— «) a-ja - s + ...,

iz jednacine trajektorije za malo v sledi

Poslednji ¢lan sa desne strane predstavlja prvu popravku jednacine trajektorije projektila kada se
uzme u obzir postojanje otpora vazduha, dok prva dva clana odgovaraju slucaju kada se otpor
vazduha potpuno zanemari. Domet D (tj. rastojanje koje projektil prede u praveu z—ose do
ponovnog pada na zemlju) nalazi se kada se u poslednju jednac¢inu stavi z = 0 i x = D, odakle se
za netrivijalno resenje dobija jednacina:
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Resenja ove kvadratne jednacine su

3 16
Dyg=2 (14 14 209
’ 4~y 39

Resenje sa znakom minus ispred korena u gornjoj jednacini je fizicki besmisleno, posto bi dalo
negativnu vrednost za domet (Sto bi znacilo da se projektil duz z-ose kretao u smeru suprotnom
svojoj pocetnoj brzini), pa sledi da je

D=3 (g4 141000
4y 3

Koren u dobijenom izrazu za D je oblika v/1 4 «, gde je o < 1, pa, ako se primeni razvoj

1 1
V1+a:1+§a+§f+m”

sledi trazeni izraz )
2uiv3  8yvyv3

g 39?
(i) Posto je v; = vgcos v i vz = vy sina domet moze da se napise u obliku

D

2
v 4yv
D = 2 sin2a (1 Wl sina> .
g 39
Maksimalni domet pri fiskiranom intenzitetu pocetne brzine vy postize se pri uglu a za koji je
9 — i LD <0, tj.

‘o

oD 2u§
da g

2
(cos 200 — gvo (2 cos 2arsin a 4 sin 2« cos a)) =0.
9

Za ~y = 0 maksimalni domet se dostize pri ag = 7/4, pa se iz poslednje jednacine za prvu aproksi-
maciju ugla a pri nezanemarljivom ~ dobija jednacina

2vvg @ B \/571}0

2’71)() . .
2cos2aqs sin 2a cos = =
37 ( (g sin ag + sin 2ay €os ) 35 2 3y

cos2a =

sto je i trebalo pokazati. (Lako se proverava da je zadovoljen i uslov gQTg <0.)

(iii) Optimalni ugao i domet se mogu izracunati iz izraza za cos 2« i D datih u prethodnim delovima
zadatka, ako su dati vy i 7. Intenzitet pocetne brzine vy je zadat, a v nalazimo pomocu zadate
granicne vrednosti brzine, koju projektil dostize u slucaju kada se pusti da pada iz stanja mirovanja.
Naime, za takve pocetne uslove se iz jednacine dobija

g _ gt
Z(t)zﬁ(]_—e ’Yt)—7,

odakle je
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pa je intenzitet granicne brzine

Y
v = lim 2] = =
t—00 Y

sto znaci da je v = g/vg. Konacno se za o i D dobija

1 2 2 4 202
Cz:—arccos\/_voz42.3°, D=2 (1-2gnq —%:813m.
2 3vag g 3vag v

9.2 Dalamber-Lagranzev princip

Resenje Posto je polozaj cestice u slucaju Tejlorovog klatna jednak 7 = Re,., gde je €, ort
u sfernom koordinatnom sistemu izabranom tako da mu se pocetak poklapa sa centrom prstena,
a z-osa ima pravac vertikale, virtuelno pomeranje cestice jednako je 07" = Rde,. Ort €, moze se
izraziti kao:

€, = cos psin 0e; + sin ¢ sin ¢, + cos de, ,

a kada se iskoristi veza ¢ = w, odakle sledi ¢ = wt, gde smo uzeli da je u pocetnom trenutku ¢ bilo
jednako nuli (mozemo tako izabrati koordinatni sistem), ort €. mozemo da prepisemo kao:

€, = coswt sinfe, + sinwt sin fe, + cos be, . (9.9)
Posto je
ée, = de, — d'e,
de, = df(cos f coswt €, + cosfsinwt €, — sinfe,) + wdtsinf(—sinwt €, + coswt €) ,
d'e, = d'0(cos b coswt €, + cos O sinwt €, — sin0€,) + wd tsinf(— sinwt €, + coswt €,) ,
za virtuelnu promenu orta €, dobijamo

de, = 66(cos b coswt €, + cosfsinwt €, — sinfe,) = d0 ey, (9.10)

gde je 00 = df — d’'6. S druge strane, ukupna sila reakcije je idealna, pa se moze napisati u obliku:

A2
Rsin

N = Mgrad(r — R) + dograd(p — wt) = A&, + €y (9.11)

gde je iskori§¢en izraz za gradijent u sfernim koordinatama, kao i jednacine veza. Rad sila reakcije
na virtuelnom pomeranju cestice je onda jednak

N-6¢. =0, (9.12)

zbog ortogonalnosti sfernih koordinatnih ortova.
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9.3 Lagranzeve jednacine

Resenje /5.3.1 (i) Ako x osu orijentiSemo vertikalno nanize, sa pocetkom u centru gornjeg
(nepokretnog) diska, a sa L i Ly oznacimo duzine niti (L se odnosi na nit prebacenu preko gornjeg
diska), odnosno polupreénik diskova sa R, onda se sa slike vidi da 3 koordinata cestice 3 moze
da se izrazi kao: x3 = 2L, + Ly — 2n R — 221 — x9. Kineticka energija sistema je onda jednaka:

1

) 1 . 1 : .
T = Emle + §m2x§ + §m3(2x1 + i), (9.13)

a potencijalna (koja ovde potic¢e samo od gravitacione sile) je:
U = g[(2mg — mq)xy + (m3 — mgy)x3| + const. (9.14)

Zamenom ovih izraza u lagranzijan L = T — U i nalazenjem odgovarajué¢ih parcijalnih izvoda,
Lagranzeve jednacine dobijaju sledeci oblik:

(m1 —+ 47713)5[21 -+ 2m3.fi'2 -+ g(2m3 — ml) = O, (915)
ngfl + (m2 + mg)fig + g(m3 — mg) = 0. (916)

(ii) Ovaj slucaj razlikuje se od prethodnog samo po tome §to osim gravitacione sile deluje jos
jedna aktivna sila: sila otpora sredine i to samo na c¢esticu 1. Ova sila je nepotencijalna, pa se
izraz za potencijalnu energiju ne menja (kao ni izraz za kineticku energiju, poSto su veze ostale
iste), a potrebno je naéi odgovarajuée generalisane nepotencijalne sile Q% i Q%, koje se pridruzuju
generalisanim koordinatama x; i x5. PoSto su veze stacionarne, to moze najjednostavnije da se
uradi polazeci od izraza za elementarni rad koji izvrsi sila otpora:

F*  df, = —1 - Ay, = —viday

odakle sledi da je Q7 = —y&1, a Q5 = 0, pa u ovom slucaju Lagranzeve jednacine imaju oblik:
(mq + 4m3)3y + 2msis + g(2mg — my) = —viq, (9.17)
2m3i1 + (m2 + mg)i’g + g(mg — ng) = 0. (918)

(iii) Za my = 5m, mg = 4m, m3 = 2m jednacine nadene u prethodnom delu zadatka svode se na:

133, + iy +4iy = g, (9.19)
m
201+ 3%, = g¢. (9.20)
Ako se ¥y izrazi iz poslednje jednacine, pa zatim zameni u pretposlednju dobija se diferencijalna
jednacina:
N
311+ —d1 = —g, (9.21)
m
iz koje direktno sledi:
3
31iy + Loy = —gt + Oy . (9.22)
m

Iz oblika diferencijalnih jednacina je jasno da se one nec¢e promeniti ako x; i o umesto u odnosu
na polozaj centra gornjeg diska merimo u odnosu na pocetne polozaje cestica. U tom slucaju
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integraciona konstanta C', koju odredujemo iz uslova da je u pocetnom trenutku cestica 1 mirovala
postaje jednaka nuli, tj. za nepoznatu funkciju z;(t) se dobija diferencijalna jednacina prvog reda:

: 3y g
= —=—t. 2

Ovo je, naravno, linearna diferencijalna jednacina prvog reda, ¢ije opste resenje ima oblik:

3 3
x1(t) = exp [— / ?ﬂ_’ymdt} (/ <—3%t> exp {/ ?ﬂ—;yndt} dt + C’g) = Che M — 31%{:2(“ -1),

(9.24)
gde je k = 37-. Integraciona konstanta se odreduje iz pocetnog uslova z(0) = 0, tako da je konacno
okt
ri(t) = 31k2 (1—kt—e™). (9.25)
Zmajuéi z(t), iz jednacine (9.20)) i pocetnih uslova sledi:
1 2
To(t) = égt2 — gacl(t) . (9.26)

(iv) Za silu zatezanja koja deluje na cesticu 1 se iz IT Njutnovog zakona dobija:

1
N1 =myg — mljl — ’)/Il = 5m(g — ZEl) - ’}/.’El = 5mg <]. + ie ) + ?;yl_gk‘ (e_kt — ].)

i slicno za silu zatezanja konca koja deluje na cesticu 2:

. . 8 1 _
Ny =ms(g — 39) =4m(g — @s) = 3M9 <1 ~37¢ kt) :

ResSenje m (i) Za generalisanu koordinatu izaberimo rastojanje x kuglice od tacke A (slika.
Kineticka energija kuglice, izrazena u cilindricnim koordinatama, koje su izabrane tako da je osa z
odredena pravcem i smerom vektora w, a koordinatni pocetak je u tacki O je T = Z(7? +r?w? 4 2%).
Posto jer = xsinai 2 = OA—x cos a, za kineticku energiju se dobija izraz T' = 7 (x +22w?sin® ).
Potencijalna energija jednaka je U = mg(OA —zcosa)+3k((x—1)2+ (2L —z—1)*) = —mgz cos a+
k(z —1)* + const, tako da za lagranzijan mozemo da uzmemo izraz

L= T;(:r + 2%w? sin® o) + mgr cosa — k(z — 1)?, (9.27)
a Lagranzeva jednacina dobija oblik:
2k 2kl
fU’—l—(——wQsinQa)x:gcosa—l——. (9.28)
m m

(ii) U ovom slucaju Lagranzeva jednacina se svodi na

k 2kl
T+ x—gcosoz+— (9.29)
m
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x(t):Acoswﬁt—i—Bsin\/Et—i—@cosa—k%. (9.30)
m m k

Posto je u pocetnom trenutku

Cije je opsSte reSenje

x(O):A—l—%cosa—i—Ql:l, (9.31)

sledi da je A = %= cosa — . Sli¢no,

k
t(0) =4/ —B 9.32
H0)= /2B, (9.32)
ali kako je
1

T(0) = % ((£(0))* 4 Pw?sin® o) = §ml2w2 sin? o, (9.33)

jasno je da je B = 0, tako da je

z(t) =1+ <% cosa + l> (1 — €08 \/%i) . (9.34)

Resenje [5.3.2] (i) Oznac¢imo sa @y, ubrzanje strme ravni u odnosu na inercijalni sistem vezan
za nepokretnu horizontalnu ravan, a sa @ ubrzanje materijalne tacke u odnosu na strmu ravan.
Ubrzanje materijalne tacke u odnosu na nepokretnu ravan je onda @ + @, a osnovna jednacina
dinamike za tu tacku ima oblik:

m(@ + dn) = mg + Ry, (9.35)

gde jeﬁl sila reakcije kojom strma ravan deluje na materijalnu tacku (slika . Projektovanjem
ove jednacine na pravac paralelan nagnutoj povrsini strme ravni dobijamo jednacinu:

m(a| + ap cosa) = mgsina,, (9.36)

posto je sila R, normalna na strmu ravan. Projektovanjem ((9.35)) na pravac normalan na strmu
ravnu dobijamo:
m(a, + ay sina) = Ry — mgcosa, (9.37)

a posto se materijalna tacka krec¢e po strmoj ravni, njeno ubrzanje u odnosu na strmu ravan paralelno
je strmoj ravni, tj. a; = 0, pa je
Ry =m(gcosa+ apysina). (9.38)
Osnovna jednacina dinamike za strmu ravan ima oblik:

Maiy = —Ry + Ry + M7, (9.39)

gde je —El sila kojom materijalna tacka deluje na strmu ravan, a 1?22 sila reakcije horizontalne

podloge. Projektovanjem ove jednacine na pravac duz kog se kreée strma ravan (z-osa) i na pravac
normalan na njega (y-osa, § = —gé,), dobijaju se jednacine:

Ry— Mg = —Rjcosa, (9.40)

May = —Risina (9.41)
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Slika 9.1: Sile koje deluju na ¢esticu i strmu ravan - slika uz resenje zadatka [5.3.2]

Iz jednacina (9.38)) i (9.41)) sledi

aM:_g(SanzCOSOz) 7 (942)

) M
SIn a—i—m

Sto, imajuéi u vidu da je ap = I, predstavlja diferencijalnu jednacinu kretanja strme ravni.
Zamenjujuci dobijeni izraz za ap; u jednacinu (9.41)) lako se nalazi R;, a zamenom u jednacinu

(9.36) i izraz za a:

) ) ( M +m )
@ = gsina — ay cosa = gsina .

M + msin® «

Vertikalna komponenta ubrzanja a, materijalne tacke jednaka je

M+m
. )
ay, = —aqsina = —gsin“a | ———— | . 9.43
Y I g (M + m sin? a> ( )
Posto je visina strme ravni h, materijalna tacka ¢e se spustiti do njenog dna za vreme
2h
t=]——.
y
(ii) Ukupni rad sila reakcije na virtuelnom pomeranju jednak je
Ry07,, + (Ry — Ry)67y (9.44)

gde je o7, virtuelno pomeranje materijalne tacke mase m, a dr; virtuelno pomeranje strme ravni.
Ako sa x oznac¢imo polozaj strme ravni kao na slici[9.2] a sa s rastojanje materijalne tacke od vrha
strme ravni, onda su koordinate materijalne tacke jednake

Tm =X+ scosa, Y,=h—ssina,

pa je
37 = (0x + cos ads)e, — sin adsé, ,
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Slika 9.2: Slika uz resenje zadatka - deo (ii).

dok je virtuelno pomeranje strme ravni: 07y, = dxé,. 1z reSenja dela zadatka pod (i) sledi da se sile
reakcije mogu da se napisu kao

mM cos a o . - M+m
——————g(sinae, +cosaey,), Ry=-— .
msin“ o+ M

R, =

1+ %sirﬂag

Zamenom navedenih izraza za sile reakcije i virtuelna pomeranja u direktno se dobija da je
ukupni rad na virtuelnom pomeranju jednak nuli, $to je i trebalo pokazati.

(iii) Ako za generalisane koordinate izaberemo x i s (kako su definisani u prethodnom delu resenja),
za kineticku energiju dobijamo izraz

1 1
T= §(m(‘r?n + y?n) + MfQ) = §(M$2 + m(x'2 + 4§+ 2tscosa)),

a za potencijalnu
U=mg(h—ssina),

pa je lagranzijan
1
L(z,d,s,$) = §(M:£2 +m(3® + §° 4+ 24$ cosa)) — mg(h — ssina).

Posto je x ciklicna koordinata jednacina koja odgovara x koordinati ima oblik:

d (0L
4 () 049

odakle se direktno dobija jedan integral kretanja

oL

— = (M +m)z +mscosa = const . 9.46
0
T

Lagranzeva jednacina koja odgovara s koordinati ima oblik

Fcosa+ 8§ —gsina=0. (9.47)
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Komentar: Eksplicitnim raspisivanjem jednacine (9.45) (tj. diferenciranjem jednacine ((9.46) po
vremenu), dobija se jednacina koja zajedno sa jednacinom ({9.47)) ¢ini sistem iz koga se lako mogu

eksplicitno izraziti :
. sin o cos o
T=—-g| ——
) M )
sm” o + ™

Sto se zaista poklapa sa izrazom za ay; dobijenim u delu resenju pod (i), kao i §:

. . !
S§=g¢gsina | 22— .
g sin2a+%

Posto je vertikalna komponenta ubrzanja materijalne tacke jednaka a, = —5sin a, zamenom posled-
njeg izraza u tu jednacinu lako se proverava da se dobija isti rezultat kao pod (i).
ResSenje (i) Primenjujuéi izraz za kvadrat brzine u sfernim koordinatama i uzimajuéi u
obzir vezu r — R = 0, dobijamo izraz za kineticku energiju ¢estice: T = %mR2(92 + sin? %), dok
je njena potencijalna energija, ako se ra¢una u odnosu na nivo z = 0, jednaka U = mgRcos#f.
Lagranzijan je onda

1

L=T-U-= 2771/7%2(9.2 + sin? §p?) — mgRcos (9.48)

odakle odmah vidimo da je ¢ ciklicna koordinata, kojoj odgovara jednacina

4oL d

—_—— = — ?sin?f¢) = 0.
TEE dt(mR sin0p) =0

Odatle odmah sledi jedan integral kretanja

oL
8_(7b = mR2 Sin2 9%0 = Kl s (949)
pa je
. G
= 9.50

gde je C konstanta. '
Nalazenjem parcijalnih izvoda lagranzijana po € i # dobijamo Lagranzevu jednacinu koja odgo-
vara koordinati 6:

é—@QSinHCOSG—%sinﬁzo. (9.51)

(ii) Zamenom ¢ iz (9.50) u jednacinu ((9.51)) zaista dobijamo diferencijalnu jednac¢inu u trazenom
obliku: ,
ngsiné’—i— 1087

R sin® 6
(iii) Iz jednacine (9.52), uz 6 = & (16?), direktno sledi

(9.52)

1. g . C? cost g C?
—0* = Zsing + —Lt——) df = —Zcosh — —— 4+ Cy.
2 / (Rsm * sin® 0 ) R” 2sin? 0 e
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Q.

Slika 9.3: Sferno klatno - slika uz resenje zadatka [5.3.4

S druge strane, ukupna mehanicka energija £ jednaka je

1 : 1. C?
E=T+U=-mR*#*+ sin?05%) + mgRcos = mR* | =6 + I cos 6 + —— ) = const,
2 2 R 2sin” 0

§to uz Cy = E/mR? zaista jeste ekvivalentno prethodno nadenoj jednacini.
(iv) Impuls cestice jednak je

—

P=mt = mR(sin 0pe, + 0¢p) ,
odakle koriséenjem jednacina koje povezuju koordinatne ortove sfernog i Dekartovog sistema:
€, = —sin e, + cos e, , €y = cos p cos be, + sin p cos ¢, — sinde’, ,
sledi:
Pr = MR(—¢@sin psinf + 0 cos p cos )
py = MR(pcospsind 4 Osinpcosh), p, = —mROsing.

Moment impulsa cestice jednak je

-

J =7 x m¥ = R€, x mR(sin0pé, + 0¢p) = mR*(— sin 0 + 0€,)

odakle je
J, = —mR*(p cos psin @ cos  + O sin @),

J, = mR*(—psinpsinfcosd + Ocosp), J,=mR2psin?6.
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Na cesticu deluju gravitaciona sila i sila reakcije, koja ima sve tri komponente, tako da se nijedna
komponenta impulsa ¢estice ne odrzava. Moment sile idealne sile reakcije jednak je nuli (sila reakcije
je kolinearna sa ), pa je ukupni moment sila koje deluju na ¢esticu jednak

—

K =7 x mg=mgR(€ x €,) =mgR(sinfsin p€, — sinf cos pe,),

odakle se vidi da je jedino z komponenta momenta sile jednaka nuli, tj. jedino se z komponenta
momenta impulsa J, odrzava:
J, = mR2<p sin? @ = const,

Sto je ekvivalentno integralu (9.50)), koji smo ve¢ dobili iz Lagranzeve jednacine.
(v) Zamenjujuci 6 = 7 u (9.49)) dobijamo da je konstanta K; = 0, pa je i onda i C} = 0, a jednacina
(19.52) se onda svodi na jednacinu

. g .

0 — =sinf =0.

R

Smenom « = 7 — 0, ova jednacina dobija oblik jednacine matematickog klatna

o+ }%Sin a=0.

Kako je sa ovim pocetnim uslovima ukupna energija cestice jednaka F = mgR, a iz C} = 0
sledi ¢ = 0, odnosno ¢ =const, nalazenje konac¢nih jednacina kretanja se u ovom slucaju svodi
na nalazenje konacne jednacine kretanja za matematicko klatno za slucaj asimptotskog kretanja.
Vertikalna ravan u kojoj se u ovom sluc¢aju odvija kretanje ¢ =const odredena je pocetnim pravcem
brzine i z-osom.

Resenje |5.3.5, (i) Ako za z-osu izaberemo vertikalnu osu orijentisanu suprotno gravitacionom
ubrzanju, onda je, posto nema ni proklizavanja ni istezanja, koordinata z materijalne tacke jednaka

z=ayp, (9.53)

odakle je kineticka energija tacke T),, = ma®@*/2. Ukupna kineticka energija sistema je

1
T = ZL(M + 2m)a*@?,

a potencijalna U = —mgayp, pa je lagranzijan sistema:
1
L(p,9) = Z_l(M +2m)a*¢® + mgag . (9.54)
Lagranzeva jednacina
doL oL
dtop O¢

onda ima oblik diferencijalne jednacine

1
§(M + 2m)a2gb —mga =0,

odakle direktno sledi da je ugaono ubrzanje diska ¢ konstantno i jednako

.29 m

= = 9.55
14 a M+ 2m ( )
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U trenutku kada se konac potpuno razmota disk se okrenuo za ukupni ugao ® = [/a, pri ¢emu je

QZ

d=_—
2¢

gde je 2 ugaona brzina diska u tom trenutku (ravnomerno ubrzano rotaciono kretanje oko fiksirane
ose), odakle je

- 4gl m
PEVE S Mo

(ii) U slucaju kada je konac istegljiv sistem ima dva stepena slobode. Izaberimo za drugu gener-
alisanu koordinatu elongaciju konca z. Koordinata z materijalne tacke u ovom slucaju moze da se
napise kao

z=ap+ T,

pa je njena kineticka energija jednaka

1
7;:§mm¢+@?
Kineticka energija diska ima isti oblik kao u slucaju kada nema istezanja konca, a ukupna po-
tencijalna energija se u ovom slucaju sastoji od potencijalne energije koja potice od gravitacije
—mg(ap + z) i potencijalne energije koja potice od elasti¢nosti konca kz?/2, tako da je lagranzijan
sistema jednak:

1 o 1 1
L(p,z, ¢, 1) = ZMa2<p2 + Em(ago + 1) + mg(ap + ) — 5]{;1:2 :

Lagranzeve jednacine se onda mogu napisati u obliku:

M +1 D+ (9.56)
— ap+ i = .
om ¥ g,
ap+i+—x=g. (9.57)
m
Ako se iz jednacine ((9.56)) izrazi ¢ i zameni u jednacinu (9.57)) dobija se diferencijalna jednac¢ina
k(M + 2m)
+—"2=yg

Mm ’

Cije je opsSte resenje

) ) gmM
x(t) = Cy coswt + Cy sinwt + WM+ 2m) (9.58)
gde je
k(M + 2

Nalazenjem 7 iz jednacine ((9.58)) i vracanjem u jednacinu (9.56) sledi jednacina

w2 g
p=————(Cicoswt + Cysinwt) + ———,
7 (%Jrl)a(l 2 8inwt) a(XL 1)
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¢ijim se integraljenjem po vremenu dobija

Cicoswt + Cysinwt 1 g

t) = - t+ Kit+ Ks. 9.60
Koordinata z materijalne tacke je onda jednaka
M ) 1 g gmM
t) = t t)=—(C t+C. t)+—= t?+aK t+al+————— . (9.61
2(t) = ap(t)+x(t) M+2m( 1 cos wi+ zsmw)+2%+1 +aK t+a 2+k(M+2m)’ (9.61)

Sto zaista odgovara superpoziciji oscilatornog kretanja frekvencom w i kretanja sa konstantnim

ubrzanjem g/ (4% + 1), kakvo je nadeno u slu¢aju kada je konac neistegljiv (videti jednacine (9.53)

i (9.55))). Ako je u pocetnom trenutku konac neistegnut, a sistem miruje, to znaci da je
$(O):O,$'(O)=0, 90(0):07 @(0):0,

pa uvrstavanjem takvih pocetnih uslova u konac¢ne jednacine kretanja (9.58]) i i njihove izvode

po vremenu dobijamo jednacine:

B gmM
0 = Ot rsam)
0 = OQW,
G
0 = ———7—7Y——+ K>,
(%-f-l)a
ng
0 = ————~—7—~—+K;.
GetDa

Iz ovog skupa jednacina sledi C, = K7 =0 i

gmM 2gm>M

Cp=——21"" _ Ky=—t
T RM+2m) T ak(M 4 2m)?

pa je onda amplituda A oscilacija materijalne tacke jednaka

gmM?
k(M +2m)?"

M
A=|——72C
‘M +2m !
Resenje [5.3.7} (i) Posto je kineticka energija Cestice jednaka:
1

T = 5(7’“2 + r?sin® ag)?,
gde je iskoriS¢ena veza 6 = «, a potencijalna: U = —]‘577’2”, lagranzijan je:
Mmoo 2 .2 k'_2
L= 5 (r + r“sin® ap —|—T2> , (9.62)
pa se Lagranzeve jednacine svode na sledeci oblik:
k?
i—risinag? + = = 0, (9.63)
r
d
— (mr?sin®ap) =0 = r’¢ =const = ri¢o, (9.64)

dt
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gde su indeksom ”(0”oznacene pocetne vrednosti odgovarajuc¢ih velicina.
(ii) Ako se ¢ izrazi iz druge Lagranzeve jednacine i zameni u prvu, sledi diferencijalna jednacina:

k% — rip? sin® o

T+ 3 =0, (9.65)
iz koje se dalje dobija:
. d /1., k2 —rip?sin? a
r = & (57" ) = — 7"3 = (966)
E2 _ p4p2 gin2 k2 — p4p2 gin2
2 7’0902 sin® v +2 rogz; sin"or (9.67)
r U
rrodr 9 4.9 . 2
=dt, A=k"—ryp°sina = (9.68)

\/7’2(7"37’3 — A) + Ar? B

, 2
. 2 2_A
(7“07‘8 + —TOTTOO t> — Ar?
"2 0.2

(iii) Ako se u jednacinu (9.65)) zameni uslov r = rq sledi

= r=

(9.69)

k

2oy
5 sin o

$o = £
Sto znaci da pocetna brzina treba da bude oblika:
170 = 7.“05,« + 79 sin Oégboé:p = :i:—ézp .
To

Sila reakcije N sigurno ima pravac orta €y i moze se naci iz II Njutnovog zakona:

- /{32771_, N 7 — kzm—.\
mr=———6+N = N=md+ —-¢,.
o To

Posto je €y - €, = 0, mnozenjem poslednje jednacine skalarno ortom €y dobijamo intenzitet sile

reakcije kao:
|N| :m|c7€9|

Ubrzanje @ nalazimo diferenciranjem brzine v = wvp€, po vremenu, odnosno ovde moze i odmah
da se primeni poznati izraz za centripetalno ubrzanje, posto se ¢estica kre¢e ravnomerno po krugu
poluprecnika rg sin «, pa je:

2
UO —

€p

a=——-:
T Sin o

gde je €, odgovarajuci cilindri¢ni ort. S druge strane je 7 = €,7 cos @ + €,y sin, pa je
k2

ad=———5—("—rocosae,),
g sin® «
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odakle se konacno dobija:

- mk%cosa

ry sina

Resenje m (i) Ukoliko se nepokretna tacka A (slika|b.4]) uzme za pocetak koordinatnog sistema,
a osa rotacije za z-osu (§ = g€,), onda se kineticke energije ¢estica koje ne leze na osi mogu ra¢unati
pomocu izraza za kvadrat brzine u sfernim koordinatama, koji se, zbog veza nametnutih na ovaj
sistem, za obe Cestice svodi na: v? = a?(6? + Q2 san 6). Posto je z koordinata Cestice u tacki B
jednaka —2a cos 6, kvadrat brzine ove Gestice je 4a26? sin® 6, pa je ukupna kineticka energija sistema
jednaka

T = ma?(6? + Q%sin 0) + 2ma’6? sin® 0 = ma®(6* + 26* sin” 0 + Q% sin” 0)
Potencijalna energija sistema je U = —4mga cos 6, tako da je lagranzijan sistema
L = ma®(0* + 26* sin® 0 + Q% sin’ 0) + 4mga cos b, (9.70)
a Lagranzeva jednacina

G+ 20sin?0 + 262 sinf cos 6 — O2sinfcosd + 27 sinh = 0. (9.71)
a

(ii) Ako se u Lagranzevoj jednacini uvede smena 6 = % (%92>, pa zatim cela jednacina podeli sa
1 4 2sin? 6, dobija se jednacina

d 102 +4sin909829 19-2 _ sin@cgsf o9 Sin'é2 |
do \ 2 14 2sin“0 \ 2 14 2sin”0 al+2sin”0

koja ima oblik nehomogene linearne diferencijalne jednacine prvog reda (u kojoj je nepoznata
funkcija %02, a nezavisno promenljiva #), ¢ijim resavanjem se dobija

1. 1 1 g
= ——— [ =Psin® 0+ 2% cosh+ K 9.72

2 1+25m29(2 SIF S 080T A (9.72)
gde je K integraciona konstanta (detalji racuna: P(f) = 4sinf cos0/(1+2sin® ), pa je [ P(0)dd =
[d(1+2sin®6)/(1 4 2sin®6) = In(1 + 2sin*0), itd). Ako se iz ove jednacine eksplicitno izrazi K
i pomnoZi sa 2ma? sledi jednacina, koja se, uzimajuéi u obzir izraze za kineticku i potencijalnu
energiju nadene u prethodnom delu resenja, svodi na

T +U —2ma*Q?sin® 6 = 2Kma?,

sto znaci da ukupna mehanicka energija £ = T + U nije integral kretanja (ona je konstantna samo
u specijalnom slucaju 6 = const). To je, naravno, trebalo i o¢ekivati zbog postojanja nestacionarne
veze (¢ = wt, za Cestice koje se ne nalaze na osi rotacije).

(iii) Iz Lagranzeve jednacine sledi da ukoliko postoji resenje § = 6y = const, ono mora da zadovoljava
jednacinu

sin 6, (2% — 02 cos 90> =0,

tj. ili je: (1) 6 = 0 ili (2) cosby = 2g/(aQ?). U slucaju (1) linearizacijom Lagranzeve jednacine
dobijamo jednacinu

ﬁ+<2g—92>n=o,
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. 2 . . .- . .. . , .
koja se zbog uslova 2 > 4 /= ne svodi na jednacinu linearnog harmonijskog oscilatora, ve¢ su njena

resenja eksponencijalne funkcije vremena. U slu¢aju (2) linearizacijom Lagranzeve jednacine oko
6y, dobijamo jednac¢inu linearnog harmonijskog oscilatora:

04— Qf 29
. 2 0 2
=0 =MW/, Qy=—.
nrwn=0 v 304 2087 0T g
Detalji linearizacije: ako se Lagranzeva jednacina napise u obliku:
it o sin 6 cos 6 P sinf (22 — Q2 cos 0) 0.

1+ 2sin*0 1+ 2sin*6
clan sa 62 = 7% se zanemaruje, a treéi ¢lan sa leve strane jednacine postaje

sin(6y + n) (22 — Q% cos(by + 1)) _ (sinfg + ncos b) (22 — Q2 cos Oy + nQ*sinby)) O sin 6,

1+ 2sin%(Go + 1) 1+ 2sin® o T 25?6,

4. Integral kretanja (9.72)) dobijen u resenju drugog dela zadatka u ovom slucaju ima oblik:
1 .2 a1 o Lo o
59 (1+2sin”6) — Q 5 sin 0 +cosb | =K = §Q (e —2).

Odatle je

,€2 —2+sin?0 + 2cosd 7 , € — 4sin*

P20 €odsin g V1t2sin 0
1+ 2sin%4 1+ 2sin%4 QO /62—4Sin4§

N[D
—_
o
>
—
_|_
[\
=.
=
[
S
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Deo 11

Mehanika neprekidnih sistema
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Glava 10

Opisivanje kretanja

10.1 Hipoteza kontinuuma

Supstanca se sastoji od molekula, koji se sastoje od atoma i subatomskih cestica. Ona, dakle,
nije kontinualna. Pa ipak, postoje mnogi aspekti ponasanja raznih materijala, kao sto je, npr,
istezanje celicne Sipke pod delovanjem neke sile ili postojanje sile otpora pri kretanju tela kroz
vazduh i sli¢no, koji se mogu opisati i predvideti pomocu teorija koje ne uzimaju u obzir diskretnu
prirodu supstance. U osnovi tih teorija lezi tzv. hipoteza kontinuuma, po kojoj su materijali
beskonacéno deljivi. U skladu sa hipotezom kontinuuma moguée je uociti infinitezimalno malu
zapreminu supstance, koja se naziva deli¢ kontinuuma, pri ¢emu u svakoj okolini tog deli¢a postoji
supstanca. Da li je hipoteza kontinuuma opravdana ili ne zavisi od posmatrane situacije: npr. u
mnogim slucajevima moguce je ¢elik smatrati kontinualnim materijalom, ali ne i ako se posmatra
prostiranje talasa izuzetno malih talasnih duzina kroz njega. S druge strane, osobine razredenog
gasa pod odredenim okolnostima mogu se odli¢no opisati smatrajuci gas neprekidnom sredinom. U
svakom slu¢aju, nije dobro opravdavati kontinualni pristup brojem ¢estica u odredenoj zapremini (t;.
gustinom). Na kraju krajeva, infinitezimalno mala zapremina u limesu ili sadrzi elementarnu ¢esticu
ili ne sadrzi nista. U tom smislu treba imati u vidu da matematicki gledano deli¢ predstavlja tacku,
ali sa stanovista fizike, to je mala zapremina (mnogo manja od ukupne zapremine razmatranog
sistema) u kojoj se jo§ uvek nalazi puno cestica N > 1, ali mnogo manje od ukupnog broja
cestica u sistemu. Takva mala zapremina naziva se fizicki beskonacno mala zapremina. Takode,
vrednosti fizickih velicine ,,u tacki” 7 i ,,u trenutku” t, zapravo predstavljaju lokalne vrednosti,
tj. vrednosti razmatrane veli¢cine usrednjene po fizicki beskonacno maloj zapremini, u kratkom
vremenskom intervalu. Ovaj kratki vremenski interval, moze se slicno uvesti kao fizicki beskonacno
kratak, tj. to je interval mnogo kraci od ukupnog vremena razmatranja sistema, u toku kog se pri
merenju ta veli¢ina ne menja toliko da bi se promenila njena srednja vrednost, ali dovoljno dugacak
da mikroskopske promene unutar deli¢a ne dodu do izrazaja. Samo ako je u razmatranoj situaciji
moguce na takav nacin uvesti deli¢, koji dalje moze da se tretira kao Cestica, hipoteza kontinuuma
ima smisla. Konac¢an odgovor na pitanje da li je hipoteza kontinuuma opravdana u nekoj situaciji ili
nije daje samo eksperimentalna provera. Ono $to ¢e u okviru ovog kursu biti razmatrano u praksi je
ve¢ veoma dugo potvrdivano u raznim situacijama, pa ¢emo u daljem toku kursa uvek smatrati da
se ono Sto radimo odnosi na slucajeve kada su zadovoljeni uslovi za primenu hipoteze kontinuuma.

133
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——— X3 o
- —

—= e S §

/ — @
F X, X, X, 0 = (6,5, F=t) = (X, X, X)
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X
. R - — e
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Slika 10.1: U supstancijalnom metodu prati se kretanje deli¢a sredine.

10.2 Lagranzev i Ojlerov metod

Postoje dva osnovna pristupa prilikom proucavanja kontinualne sredine: (1) Lagranzev ili sup-
stancijalni i (2) Ojlerov ili metod polja.

1. Lagranzev metod. Kod ovog metoda uoci se polozaj svih deli¢a u nekom poc¢etnom trenutku
t = to i dalje se prati kretanje svakog od tih deli¢a. Ako se neki deli¢ u pocetnom trenutku
nalazio u tacki 7y = X €1 + Xses + X3é3, onda mozemo da kazemo da ¢e se u proizvoljnom
slede¢em trenutku on nalaziti u tacki (79, t), ¢iji polozaj zavisi kako od pocetnog polozaja
o = (X1, Xs, X3), tako i trenutka ¢ (slika . Sve fizicke veli¢ine razmatramo duz putanje
deli¢a, dakle u funkciji pocetnih koordinata (X, Xs, X3) i vremenskog trenutka t. Ako, recimo,
sa T ozna¢imo temperaturu, onda T'(X7, Xo, X3, t) predstavlja temperaturu u tacki u kojoj se u
trenutku ¢ nalazi deli¢ koji se u pocetnom trenutku nalazio u tacki (X, X, X3). Kolokvijalno
bismo mogli da kazemo da se u ovom pristupu razmatraju fizicke veli¢ine i pojave onako kako
ih ,,0se¢aju” deli¢i, tj. supstanca, pa se zato ovaj pristup zove i supstancijalni, a promenljive
(X1, X, X3) supstancijalne promenljive. Sli¢no, zapremina koja se uvek sastoji od istih deli¢a
naziva se ,,supstancijalna zapremina”. Ilustracija primene Lagranzevog metoda je razmatranje
pomeranja velikih vazdusnih masa na satelitskim snimcima u realnom vremenu.

2. Ojlerov metod odgovara matematickom metodu polja, tj. sve fizicke veli¢ine razmatraju
se u tacki prostora 7 = x1€] + T2€5 + x3€3, Cisto geometrijski, nezavisno od toga koji se
deli¢ nalazi u toj tacki, u proizvoljnom vremenskom trenutku ¢ (slika . U tom metodu bi
izraz T'(xy,x9, x3,t) predstavljao temeperaturu u tacki (z1,xe,x3) u trenutku t. Poredenja
radi, mogli bismo da kazemo da T'(z1,x9,x3,t) predstavlja temperaturu koju ,oseca” deli¢
koji se u trenutku ¢ nasao na mestu (zq,x2,23). U ovom pristupu nas, dakle, ne interesuje
Sta se sa tim delicem ranije deSavalo, niti Sta ¢e se sa njim deSavati posle prolaska kroz tu
tacku. Koordinate (z1, xq, z3) nazivaju se Ojlerove promenljive. Belezenje dnevnih vrednosti
temperature, pritiska i brzine vetra na jednom mestu predstavlja primer primene Ojlerovog
metoda.

[ako se u svakoj situaciji mogu primeniti i jedan i drugi metod, Lagranzev metod se ceScée
primenjuje kod ¢vrstih tela, kod kojih je pokretljivost deli¢a mala, tj. obi¢no ¢estice osciluju oko
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Slika 10.2: U Ojlerovom metodu prati se Sta se desava u fiksiranoj tacki prostora.
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nekog svog srednjeg polozaja, dok se kod fluida, koji se odlikuju velikom pokretljivos¢u, najcesce

primenjuje Ojlerov metod.

Primer 10.2.1. Polje brzine u kontinualnoj sredini definisano je jednacinama: v; = axsy, v = —axy,
vy = 0, gde je a konstanta. Nadimo trajektoriju deli¢a koji se u trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki

(X1, X2, X3). Iz definicije brzine 7 = 9 slede jednacine:

dl’l
dt
dl’z
dt
dz,
dt

= axg,

= —arp,

= 0.

(10.1)
(10.2)

(10.3)

Iz poslednje jednacine trivijalno sledi da je z3(t) = const = X3. Diferenciranjem jednacine ([10.1))

po vremenu sledi jednacina
dszl dZL‘Q

a  Tar

dzo ¢ = .. .. . ..
pa zamenom ? iz jednacine () dobijamo jednacinu

ae o
odnosno L
T1
de2 + Clz.Tl = O,

¢ije opste resenje ima oblik

x1(t) = Acosat + Bsinat .

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)
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Iz uslova da je z1(0) = X; sledi da je A = X, pa zamenom tako dobijenog izraza za x; u jednac¢inu
(10.1)), direktno sledi izraz za zs:
1d
xo(t) = a% = —Xisinat + Bceosat . (10.8)
Kako je x2(0) = Xy, sledi da je B = Xy, pa se konacno dobija z5(t) = —Xjsinat + X, cosat.
Konacnim jednacinama

x1(t) = Xjcosat + Xosinat, x9(t) = —Xysinat + Xyocosat, z3(t) = X; (10.9)

opisano je kretanje deli¢a Lagranzevom metodom. Eliminacijom vremena iz ovih jednacina lako se
dobija i eksplicitna jednacina trajektorije delica: z? + 22 = X7 + X2, 23 = X3, tj. deli¢i se krecu
po kruznicama, koje leze u ravnima normalnim na xs osu, sa centrom upravo na s osi.

10.3 Supstancijalni izvod

Pretpostavimo da razmatramo neku vektorsku fizicku veli¢inu A i uotimo dve njene vrednosti:

u tacki 7 = x1€) + x2€5 + x3€3 u trenutku ¢ i u infinitezimalno bliskoj tacki 7+ dr = (z1 + dxq, 2 +

dzy, x3 + dws) i infinitezimalno bliskom vremenskom trenutku ¢ + dt. Primenjujuéi matematicki
izraz za diferencijal funkcije vise promenljivih, mozemo da pisemo da je:

L 0A dA A A
dA = —dx; + dxs + dxs + dt, 10.10

dr, L Oxy 0 Qs O Ot (10.10)

ode je dA = Z(F +d7, t+dt) —/T(F, t). Ovaj izraz vazi za bilo kakve infinitezimalne vrednosti dr'i dt,

medutim, ako nas zanima kako se menja veli¢ina A duz trajektorije deli¢a, onda vazi dir = ¢(r, t)dt,

gde je U = v1€] + v2€5 + v3€3 polje brzine u razmatranoj kontinualnoj sredini (brzina deli¢a). Onda

iz formule (|10.10]) sledi

- (04 aff a/T L 04
dA=| — — dt, 10.11
(axlvl T o Ons 825) (10.11)
odnosno ~ ~ ~ . ~
dA 0A 0A 0A 0A
—— =% — 10.12
dt a$1vl BxQUZ 5’x3U3 + (975 ’ ( )
§to se uz pomo¢ Hamiltonovog (nabla) operatora
L 0 _ 0 L 0
V= el@xl * 628:@ * 633373 7
moze napisati kao .
dA . s 0A
pr (- V)A+ 5 (10.13)
Izraz (V- V) je kradi zapis za
0 0
V1= + Vg + vg—
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i formalno predstavlja skalarni proizvod vektora brzine v’ i nabla operatora V.

Izraz predstavlja brzinu promene vektorske velic¢ine A duz trajektorije delica, dakle
brzinu promene A, kako je ,,0seca” supstanca, pa se zato naziva supstancijalni izvod veli¢ine
A. Na slican nacin bismo mogli da izvedemo i izraz za brzinu promene skalarnog polja f (7, t) duz
trajektorije delica. Tako bismo dobili

%:*-Vf—f—g—{:_’-gradf—i—g—{. (10.14)
Vidimo da se supstancijalni izvod, kako vektorske, tako 1 skalarne veli¢ine, sastoji od dva sabirka:
(T-V)A (f) i o4 (%). Prvi u sebi sadrzi polje brzine i parcijalne izvode po prostornim koordinatama,
pa se fizicki moze protumaciti da potice od toga sto deli¢i koji pristizu u uocenu tacku sa sobom
donose promenu fizicke situacije, tj. vrednosti razmatrane fizicke veli¢ine. Drugi sabirak predstavlja
lokalnu promenu fizicke veli¢ine sa vremenom.

Ubrzanje deli¢a po definiciji predstavlja supstancijalni izvod brzine, pa je

% = (U-V)U+ % . (10.15)
Primer 10.3.1. Nadimo ubrzanje deli¢a, ako su njihove brzine definisane poljem iz Primera[10.2.1]
To ¢emo uraditi prvo direktno, koristeéi konacne jednacine kretanja koje smo veé nasli, a zatim
pomocu formule (10.15)).

Diferenciranjem jednacina dva puta po vremenu dobijamo izraze za Dekartove komponente
ubrzanja u Lagranzevom opisu:

a=

a1 (X1, X2, X3,t) = —a*(Xicosat + Xysinat), (10.16)
as(X1, X9, X3,t) = —a*(—X;sinat + X, cosat), (10.17)
G3(X1,X2,X3;t) = 0, (10'18>

iz kojih se lako vidi (poredenjem sa jednacinama ((10.9))) da je polje ubrzanja onda dato jednacinama

ay (w1, 09, 23, t) = —axy, ag(xy, To, w3,1) = —a’Ty, as(wy,x9,23,1) = 0. (10.19)
S druge strane, direktnom primenom formule ((10.15)) na polje ¥ = axs€] — ax,€> dobija se
4 ov ov

a= (Q_f V)U = U18_131 + U2a_1‘2 = —(12(.73151 + 1’252) y (1020)

sto je, naravno, ekvivalentno formulama ({10.19)).

10.4 Jednacina kontinuiteta

Masa supstance koja u jedinici vremena prode kroz neku povrsinu (zatvorenu ili otvorenu) naziva

normale 7. Pretpostavi¢emo da su nam poznati polje brzine ¥’ i polje gustine p. Kroz povrsinu AS
za vreme At produ svi deli¢i koji se nalaze unutar cilindra ¢ija se gornja osnova poklapa sa AS,

a duzina izvodnice (¢iji je pravac odreden vektorom #) mu je jednaka |U|At (slika [10.3]). Dakle,
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S

/'Av

Slika 10.3: Kroz malu povrsinu AS za kratko vreme At produ svi delié¢i koji se nalaze unutar cilindra
¢ija je izvodnica odredena vektorom vAt.

kroz uocenu malu povrsinu ¢e za vreme At proéi masa Am koja se nalazi unutar tog cilindra, pa je
Am = AVp, gde je AV zapremina cilindra. Ovde smo pretpostavili da je At malo (8to ne smanjuje
opstost izvodenja), pa je i zapremina cilindra mala, §to zna¢i da se moze smatrati da se gustina
unutar njega ne menja znacajno. Zapremina cilindra jednaka je AV = ASh, gde je h visina cilindra
i iznosi h = (UAt) - i1, kao projekcija izvodnice na normalu osnove. Imajuéi sve to u vidu dalje sledi

Am = pAS(VAL) - 11 = p(AS) - AL, (10.21)
pa je protok AQ) po definiciji jednak
A
AQ = S0 = p(AAS) - 5. (10.22)
At
U slucaju infinitezimalno male povrsine dS, izraz za protok moze da se pise kao
dQ = pi- dS, (10.23)

gde smo sa dS = 7dS oznacili vektor elementarne povrsine. Ukoliko se radi o ve¢oj povrsini
S, protok kroz nju moze da se izracuna tako Sto se ona podeli na male povrSine, za svaku se
izracuna protok i na kraju se svi ti protoci saberu. Ukoliko se povrsina podeli na infinitezimalno
male povrsine, sumiranje odgovara integraciji po povrsini, pa izraz za protok (), imajuéi u vidu
poslednju formulu za protok kroz infinitezimalnu povrsinu, moze da se piSe u obliku povrsinskog
integrala:

Q:/Spﬁ.dﬁ (10.24)

Ukoliko se gustina ne menja, p u prethodnom izrazu moze da izade ispred integrala, pa je uobicajeno
da se u takvim sluc¢ajevima govori o zapreminskom protoku F', koji se definise kao zapremina fluida
koja u jedinici vremena prode kroz datu povrsinu i ocigledno je jednaka:

F:/ﬁ-dﬁ. (10.25)
S
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G

Slika 10.4: Kontrolna zapremina V' fiksirana je u prostoru i kroz nju deli¢i prolaze.

Primer 10.4.1. Ukoliko polje iz Primera opisuje strujanje fluida konstantne gustine p
izracunajmo protok fluida kroz povrsinu pravougaonika koji lezi u ravni 2o = 010 < 2y < L,
Prema formuli trazeni protok je

L H
Q = p//(ax2€1 — ax18y) - (dSey) = p/ dxl/ dzo(—azy)
S 0 0

L H 1
= —ap/ xldxl/ day = ——apLQH.
0 0 2

Znak minus se pojavio zbog toga Sto smo ort normale na povrSinu izabrali u smeru orta e, dok
brzina u tackama uocene povrsine ima suprotan smer (tj. smer vektora —az,€).

Uoc¢imo sada jednu fiksiranu zapreminu V' (slika [10.4]), koja se u toku vremena ne menja (tzv.
kontrolna zapremina). Bez obzira Sta se desava sa deli¢ima kontinualne sredine koju posmatramo,
masa m sadrzana u zapremini V' u svakom trenutku jednaka je

m(#) = / p(F. 1)V (10.26)

gde je p(7,t) polje brzine. Brzina promene mase (promena mase u jedinici vremena) jednaka je

dm  d . _ [ 9p(T,1)
m_2 Vp(r,t)dV—/V o lav, (10.27)

gde je totalni izvod po vremenu mogao da ,,prode” kroz odredeni integral po zapremini zahvaljujuéi
tome $to je zapremina fiksirana (ne zavisi od vremena), ali se pri tome ,,pretvorio” u parcijalni izvod
po vremenu, posto p zavisi i od koordinata i vremena. S druge strane, masa unutar zapremine V' se
u jednici vremena promeni za onoliko koliko ude ili izade kroz ukupnu povrsinu S koja obuhvata V|
tj. brzina promene mase jednaka je protoku kroz grani¢nu povrsinu S. Ako ortove normala na S



140 GLAVA 10. OPISIVANJE KRETANJA

orijentiSemo kao spoljne normale (iz unutrasnjosti prema spoljasnjosti) onda prema formuli ((10.24))
za protok mozemo da pisemo da je

dm -

—_— = v-dS. 10.28

iF /S p (10.28)
Zmak minus na desnoj strani ove jednakosti pojavio se zato Sto izabrana orijentacija normala zapravo
zna¢i da posmatramo protok iz unutrasnjosti V, tj. za koliko se smanji masa unutar V' u jedinici

vremena. Posto se poslednji povrsinski integral odnosi na zatvorenu povrsinu, na njega mozemo da
primenimo teoremu Gausa-Ostrogradskog, ¢ime dalje dobijamo:

dm _ —/ div(po)dV | (10.29)
dt .
Sto u kombinaciji sa ((10.27)) daje
op(r,t
/ P gy = —/ div(pB)dV | (10.30)
v ot v

odnosno

/V (%i’t) + diV(pU)) v =0. (10.31)

Poslednja relacija vazi za proizvoljnu fiksiranu zapreminu V', a to je moguce jedino ako je u svakoj
tacki i u svakom trenutku podintegralna funkcija jednaka nuli, tj. ako vazi jednacina

Op(T,t -

9p(r, 1) + div(pt) = 0. (10.32)

ot

Ova jednacina poznata je kao jednac¢ina kontinuiteta i predstavlja posledicu klasi¢nog zakona
odrzanja mase (masa u V' moze da ude ili izade, ne moze da se smanji ili poveca bez prolaska cestica
kroz S). Alternativno, ona moze da se zapise i kao

d
d_I: + pdive =0, (10.33)

gde je iskoriS¢en izraz za supstancijalni izvod funkcije p i identitet:
div(pt) = gradp - v+ pdivv.

Iz ovog drugog oblika jednacine kontinuiteta vidi se da ukoliko se duz trajektorije deli¢a gustina p
ne menja, Sto znaci da je njen supstancijalni izvod % jednak nuli, sledi uslov

divi=0. (10.34)
Ova jednac¢ina poznata je kao uslov nestisljivosti.

Primer 10.4.2. Lako se proverava da polje brzine definisano u primeru [10.2.1| zadovoljava uslov
nestisljivosti:
Ovy  Ovy  Ovy  O(axg)  I(—axzy)  9(0)

divey = = =0.
e 8:151 + 6:152 * 891:3 8331 * 6:152 + (933'3
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10.5 Tenzor brzine deformacije i vektor vrtloznosti

Neka je zadato polje brzine (w1, xe,x3,t) = U(Z,t). Za dve infinitezimalno bliske tacke u
prostoru 7' i & + dz vazi

3 -
U(F + A, t) — U(F ) = di = ) g—vdxi : (10.35)
€T

i=1

odakle se vidi da su komponente vektora dv' linearne homogene funkcije komponenata vektora d,
tj. prethodnu relaciju mozemo da napisemo u slede¢em matri¢nom obliku:

v Qv Oun
d’Ul g$1 g$2 gm?) dflfl
_ Ouy  Ovz  Ouva
dvg = Ox1 Oms Oz d.ﬁl?g P (1036)
dvs Ovz  Ovz  Ous dzs

81’1 812 axg

Ovo znaci da postoji linearni operator (ili tenzor) 7, koji je u sistemu Oxjzoxs reprezentovan

matricom
v dui  Oun

or1 0x2 oxs .
7o | o o % - _ O, (10.37)
- Ox1  Qx2  Ox3 ! Lo Ox.: ‘
dvg  OJvz Ouz L

81‘1 812 8:1:3

Tenzor 7 mozemo da napisemo u obliku zbira njegovog simetricnog S i antisimetriénog dela R kao:

= & ~ _1 81)2‘ a’l}j _1 8vi_6vj
T=S+R, SZ]—Q (E)xj+0xi) : 722]-2 <8x]~ axi) (10.38)

Simetri¢ni tenzor S nazivamo tenzorom brzine deformacije. Da bismo videli kakav fizicki smisao
ima ovaj tenzor uoc¢imo kratku supstancijalnu duz (tj. duz koja se sastoji od deli¢a kontinualne
sredine koju razmatramo) AZ, koja u trenutku ¢ ima pravac ose z; i duzinu As (slika . Za
kratko vreme At, ova duz se pomeri, pri cemu joj se duzina i orijentacija takode promene. Ako su As
i At dovoljno mali mozemo da pretpostavimo da su te promene male. Pocetna tacka uocene duzi se
u praveu xy za vreme At pomeri za v1(Z, t)At, a krajnja za v (Z+ AZ, t)At = (v1(Z,t) + %As)At,
tako da projekcija ove duzi na x; osu u trenutku ¢ + At ima duzinu

AS = (As+ (@ 1) + 2 As) AL) — vy(7 )AL= As (14 2%Az) | (10.39)
8331 a5171
Odatle direktno sledi AS _ A 5
— AS (%]
p— pu— 1 -4
AtAs 0x; S (10.40)

Sto znaci da dijagonalni element Sy tenzora brzine deformacije ima smisao relativne promene duzine
u jedinici vremena supstancijalnih duzi u pravcu ose x;. Slicnim postupkom bi se moglo pokazati da
i preostala dva dijagonalna elementa imaju smisao brzine relativne promene duzine u odgovarajuc¢em
pravcu. Jos opstije, moze se pokazati da veli¢ina 7 - S -7, gde je m ort proizvoljnog pravca, ima
fizicki smisao brzine promene duzine infinitezimalnih supstancijalnih duzi u pravcu orta 7.
Vandijagonalni elementi tenzora brzine deformacije su u vezi sa promenama uglova. Da bismo
se u to uverili uo¢imo dve male supstancijalne duZi sa zajednickim pocetkom: A7! = Ase; i A7? =
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AS

Slika 10.5: Kratka supstancijalna duz Ax = Ase; u trenutku ¢ i njena projekcija na ravan x;xs
u bliskom sledeéem trenutku ¢ + At (crveni vektori). Za kratko vreme At duz je promenila samo

svoju orijentaciju i duzinu.

t t+At
X, A
S
|
|
—_— A — |B
AS,| |
|
| 1
ASZ | |
a I
__\‘I‘____}_____T’l ————— >
| AS,
ol
| X,
1
As,

Slika 10.6: Dve kratke supstancijalne duzi u trenutku ¢ i njihova projekcija na ravan x;2, u trenutku

t 4+ At.
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Asy€y, u trenutku t. Nakon kratkog vremenskog intervala At ove dve duzi promene pravac, tako da
projekcija prve duzi na ravan xiz, zaklapa mali ugao « sa osom x1, a projekcija druge mali ugao 3
sa osom T (slika [10.6]). Zajednicka tacka ovih duzi u praveu a; za vreme At prede put va(Z, ¢)At, a
drugi kraj duzi AZ* = As;€) se u pravcu xo pomeri za vo(T + Asyer, t) At = (va(Z,t) + g—;ﬂiAsl)At.
Ugao « je onda jednak

_ (’Ug(f, t) + g—ZgA51>At - Ug(f, t)At N 81)2

a R tga = ~ At. (10.41)
As (14 g2At) O,
Sliéno, ugao [ je jednak
81}1

~ —At 10.42
ﬁ ax2 ) ( )

pa je vandijagonalni element S jednak

1 [(0Ovy Ovg a+ 3
== = ) 10.4

512 =3 <8x1 - axg) DA (1043)

Drugim re¢ima, vandijagonalni element S5 ima smisao polovine promene ugla izmedu supstanci-
jalnih duzi koje imaju pravac osa z; i o, u jedinici vremena. Slicno se pokazuje da je veli¢ina
7i-S-m jednaka polovini brzine promene ugla izmedu infinitezimalnih supstancijalnih duzi u praveu
medusobno ortogonalnih ortova 7 i m.

Vektor vrtloznosti & definise se kao

1
BES §rot17, (10.44)

odakle sledi da je antisimetri¢ni tenzor R reprezentovan matricom

~ 0 —Wws3 %))
R=1 ws 0 —w ], (10.45)
—Wo w1 0
pa se lako pokazuje da je (
Rdr =& x d¥. (10.46)

Ako ponovo uo¢imo male supstancijalne duzi AZ' = As;€; 1 AZ? = Asyés, u trenutku ¢ i simetralu
ugla izmedu ovih duzi, a zatim simetralu ugla koji projekcije ovih duzi zaklapaju u trenutku ¢+ At,
sa slike [10.7] se vidi da je ugao Af za koji se simetrala zaokrene za vreme At jednak

1 31}2 87)1
A= | 7— — — | At = w3t 10.4
2 (8:1:1 8;1:2) . (1047)
pa je
Al
E = W3, (1048)

tj. komponenta ws vektora vrtloznosti ima smisao ugaone brzine rotacije simetrale ugla izmedu
supstancijalnih duzi koje se kreéu u ravni Oxyx4. Sliéno se moze pokazati i za preostale komponente
vektora vrtloznosti &, sto znaci da se deo promene brzine do ((10.35)) koji odgovara antisimetricnom
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X, 0

(/2-0-B)/2
AS,

AS,

AS,

Slika 10.7: Projekcija (na ravan x;xs) simetrale ugla koji zaklapaju dve male supstancijalne duzi
za kratko vreme At zaokrene se za mali ugao A©.

delu tenzora 7 moze interpretirati kao brzina pri rotaciji ugaonom brzinom jednakom vektoru
vrtloznosti @. Konacno, iz relacije

U(Z 4 dZ,t) = U(Z, 1) + & x d7 + Sd (10.49)

mozemo da zaklju¢imo da je kretanje infinitezimalnih delova unutar kontinualne sredine moze opisati
kao kombinacija translatornog, rotacionog i deformacionog kretanja, kojima redom odgovaraju
brzine v(Z,t), @ x dZ i SdZ u prethodnom izrazu.

Primer 10.5.1. Polju brzine iz Primera [10.2.1] odgovaraju matrice

0 a 0 ' 000
T=| —a 00|, S==(T+TH={000 |,
0 0 0 2 000
1 0 a O
R=-(T-T"=| —a 00 |,
2 0 0 0

tj. tenzor 7 je antisimetrican i jednak tenzoru vrtloznosti R, a tenzor brzine deformacije je nulti
tenzor § = 0. Ovo je u skladu sa ve¢ donetim zakljuckom da ovakvo polje brzine opisuje kretanje
pri kome deliéi rotiraju oko x3 ose ugaonom brzinom a, pa se prilikom ovakvog kretanja sredina ne
deformise.

Primer 10.5.2. Polje brzine oblika ¢ = kxy€] opisuje kretanje pri kome se deli¢i kre¢u po pravim
linijama paralelnim osi x;. Tenzorima brzine deformacije i vrtloznosti u ovom slucaju odgovaraju
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matrice

10 1 0 10
00)], R==-k| -100 ],

000 2\ 0 00
Sto znaci da se infinitezimalne supstancijalne duzi koje imaju pravac koordinatnih osa ne deformisu,
ali se uglovi izmedu dve takve duzi, jedne u pravcu ose x1, a druge u pravcu ose x5 menjaju. Drugim
reCima, pri ovakvom kretanju dolazi do deformacija iskosSenja, tj. do promene oblika malih delova
ovakve sredine koje se u toku kretanja sastoje od istih ¢estica (supstancijalne zapremine), ali ne i
do promene ukupne zapremine takvih delova. Zaista, sredina je pri ovakvom kretanju nestisljiva,
posto je divd = TrS = 0. Cinjenica da su tenzor i vektor vrtloznosti razliciti od nule moze se
na prvi pogled uciniti ¢udnom, s obzirom na to da se deli¢i kre¢u pravolinijski. Medutim, ovde
nikakvog apsurda nema, posto  # 0 ukazuje samo na ¢injenicu da postoje mali supstancijalni
delovi sredine koji rotiraju. U ovom slucaju to su, recimo, supstancijalne duzi koje su u nekom
trenutku postavljene u pravcu ose ws.

ZADACI

Zadatak 10.5.1. Polje brzine u Dekartovim koordinatama ima oblik
=Kz, vo=Kaxy(1+2t/7), wv3=0,
gde su K i 7 zadate pozitivne konstante.

(i) Nadéi konacne jednacine kretanja, tj. polozaj deli¢a u trenutku ¢, ako se u pocetnom
trenutku ¢ = 0 taj deli¢ nalazio u tacki (X, X, X3).

(ii) Naci brzinu ¢ u Lagranzevim promenljivim (tj. brzinu deli¢a, koji se u poc¢etnom trenutku
nalazio u tacki (X, Xz, X3), u proizvoljnom trenutku ¢).

(iii) Ako je poznato da je gustina p u fiksiranom vremenskom trenutku ista u svim tackama,
kao i da je u trenutku ¢ = 0 ona iznosila pg, naci p(t).

Zadatak 10.5.2. Fluid gustine p = pg(2 — coswt) (po 1 w su zadate pozitivne konstante) struji
tako da polje brzine ima oblik ¥ = u(x,t)e;. Nadéi: (i) funkciju u(zq,t), ako je poznato da je
u(zy = 0,t) = U (U = const), pa na osnovu toga i (ii) polje ubrzanja.

Zadatak 10.5.3. Fluid struji tako da je proizvod njegove gustine p i brzine ¢ zadat poljem

p17 = K(4JZ%ZL‘2€1 + $1I2$3€2 + JZQIL‘%@},) .
[zracunati za koliko se u jedinici vremena promeni masa fluida sadrzana u zapremini kocke ogranic¢ene
ravnima: 7 = 0, 3 = 1, 29 = 0, 2o = 1, 3 = 0, x3 = 1. Zadatak uraditi na dva nacina: (i)
direktno pomocu izraza za protok i (ii) primenom teoreme Gausa-Ostrogradskog na izraz za protok.

Zadatak 10.5.4. Pod linijskim izvorom podrazumeva se stacionarno strujanje fluida konstantne
gustine, pri kome polje brzine u cilindri¢nim koordinatama ima oblik

L, O
U= —¢,,
.,

gde je C konstanta (slika [10.8]).
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X,

LA

Slika 10.8: Linijski izvor.

(i) Uveriti se da je pri ovakvom strujanju zadovoljen uslov nestisljivosti (10.34)).

(ii) Izracunati jacinu linijskog izvora m, koja se definise kao zapremina fluida koja u jedinici
vremena istece sa jedini¢ne duzine izvora (tj. z—ose).

(iii) Izracunati vektor vrtloznosti @.

(iv) Izraziti ¥ u Dekartovim koordinatama i na¢i matricu koja odgovara tenzoru brzine de-
formacije. Nad¢i brzinu promene relativne promene duzine supstancijalnih duzi koje imaju
radijalni pravac.

Zadatak 10.5.5. Pod liniyjskim vrtlogom podrazumeva se stacionarno strujanje fluida konstantne
gustine, pri kome polje polje brzine u cilindri¢nim koordinatama ima oblik:

r

U= —€,,

gde je I" konstanta (slika [10.9)).
(i) Uveriti se da je pri ovakvom strujanju zadovoljen uslov nestisljivosti .
(ii) Izracunati vektor vrtloznosti &.
(iii) Izraziti ¥ u Dekartovim koordinatama i naéi matricu koja odgovara tenzoru brzine defor-
macije.
Zadatak 10.5.6. Polje brzine u fluidu ima oblik
Q. I .

= "¢ +—¢
onr 2rr £

<y

gde su r, ¢ i z cilindricne koordinate, a () i I" zadate konstante.
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N
z X,

— VY

=

Slika 10.9: Linijski vrtlog (vorteks).

(i) Nac¢i komponente brzine u Dekartovim koordinatama.

(ii) Naci polje ubrzanja.

(ili) Naéi tenzor brzine deformacije u Dekartovim koordinatama.
(iv) Pokazati da je fluid nestisljiv.

(v) Izracunati zapreminski protok kroz omotaé¢ cilindra, ¢ija se osa poklapa sa osom z,
poluprecnik osnove mu je jednak R, a visina H.

(vi) Ispitati da li je ovakvo proticanje bezvrtlozno.
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Glava 11

Sile u fizici neprekidnih sredina

11.1 Zapreminske i povrSinske sile

U fizici kontinuuma sile se dele na zapreminske i povrsinske. Pod zapreminskim silama
podrazumevaju se sile koje na sve deli¢e unutar kontinualne sredine deluju na isti nacin. Za takve
sile kao osnovna kvantitativna karakteristika uvodi se masena gustina sile f na slede¢i nacin:
ako je ukupna zapreminska sila koja deluje na infinitezimalno malu zapreminu mase Am unutar
posmatrane sredine jednaka AF , onda je f po definiciji jednako

AF

F= dm, 5o L

Primer za zapreminsku silu je sila gravitacije, a odgovarajuc¢a masena gustina je

f = g?
gde je ¢ gravitaciono ubrzanje.

Povrsinske sile su sile koje se javljaju usled interakcije izmedu cestica unutar kontinualne
sredine. Ispostavlja se da se delovanje tih sila ispoljava na grani¢nim povrsinama izmedu pojedinih
delova kontinualne sredine, a osnovna velicina kojom se ovakve sile opisuju je vektor napona.
Uoc¢imo u nekom trenutku tacku A u kontinualnoj sredini i neku malu povrsinu AS unutar koje se
ta tacka nalazi (slika[l1.1). Povrsinu AS mozemo da shvatimo kao deo neke vece zatvorene povrsine
S. Deli¢i unutar zapremine obuhvacene povrsinom S, koji se nalaze dublje u njoj, zbog gustog
,,pakovanja” deli¢a i brzog opadanja sile interakcije izmedu molekula sa rastojanjem, prakti¢no ne
,;osecaju” silu koja potice od supstance koja se nalazi van S. To je razlog Sto se ta sila ispoljava
samo na grani¢noj povrsini. Oznacimo sa AFpovr ukupnu povrsinsku silu koja deluje na deli¢e koji
se nalaze na AS. Vektor napona ]3,7(14) koji deluje u tacki A se onda definise kao

. ) Aﬁpovr
Pa(A) = Ahsrilo AS
A=const

(11.2)

gde smo sa 77 oznacili ort normale na AS (koji je istovremeno i spoljasnji ort normale na zamisljenu
zatvorenu povrsinu S). Dakle, prilikom trazenja gornje grani¢ne vrednosti orijentacija povrsine
AS (tj. 7) se ne menja. Ovaj zahtev je u skladu sa eksperimentalno utvrdenom ¢injenicom da

149
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Slika 11.1: Zamisljeni deo unutar kontinualne sredine, obuhvaé¢en povrsinom S. Sila kojom preostali
deo sredine deluje na uoceni ispoljava se samo duz grani¢ne povrsine S.

povrsinska sila koja deluje na neku malu povrsinu oko fiksirane tacke zavisi od toga kako je ta
povrsina postavljena, tj. moze da se menja sa orijentacijom povrsine. Jasno je da vektor napona
ima dimenzije pritiska, a sam pritisak onda predstavlja intenzitet normalne komponente vektora
napona. Znaci, u opstem slucaju u kontinualnoj sredini i ta normalna komponenta vektora napona,
tj. pritisak, u jednoj te istoj tacki moze da se menja sa orijentacijom povrsine.

Vektor napona je, dakle, funkcija kako polozaja, tako i orijentacije povrsine postavljene kroz
uocenu tacku. Ispostavlja se da je veza izmedu vektora napona i orta normale na povrsinu tenzorskog
tipa [I], tj. izmedu komponenata vektora napona i komponenata orta 7i postoji linearna homogena

veza: B
P; = Pit. (11.3)

Tenzor koji povezuje vektore P i 7 naziva se tenzorom napona P. Takode je za dosta Siroku
klasu sredina utvrdeno da je tenzor napona simetrican tenzor [I] i mi ¢emo ovde razmatrati samo
takve sredine.

Normalna komponenta vektora napona koji deluje u nekoj tacki na elementarnu povrsinu ¢iji je
ort normale 77 jednaka je 77 - P, =ii- Pii, odakle je jasno da dijagonalni elementi tenzora napona
imaju smisao normalnih komponenata napona. Sli¢no, vandijagonalni elementi tenzora napona
imaju smisao odgovaraju¢ih tangencijalnih komponenata vektora napona.

U opstem slucaju, tenzor napona nije unapred zadata veli¢ina, ve¢ se za konkretnu sredinu nje-
govi elementi povezuju sa drugim karakteristicnim veli¢cinama kojima se opisuje kretanje te sredine,
npr. sa pritiskom, elementima tenzora brzine deformacije i sliéno (vrsi se tzv. modeliranje sredine).
Na primer, poznato je da u fluidima koji miruju postoje samo normalni naponi. Drugim re¢ima,
matrica koja odgovara tenzoru napona ima oblik:

Pn 0 0
P=(0 Py 0. (11.4)
0 0 P

Vektor napona koji u nekoj tacki deluje na elementarnu povrsinu ¢iji je ort 7 = n1€1 + noés + nzes
u tom slucaju je jednak

—

Py = Piinie1 + Pagnges + Paznges,
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ali takode i izrazu
Pr= (it Py) it = (7 Pr) méi + (- Pe) mada + (7 ) mas
pa izjednacavanjem tih izraza zaklju¢ujemo da je
Pui = Par = Pas = (- Fs)

Ispostavlja se, dakle, da ne samo Sto tenzor napona ima samo dijagonalne elemente, ve¢ su oni
i medusobno jednaki i upravo imaju smisao negativne vrednosti hidrostatickog pritiska p, tj. za
fluide koji miruju tenzor napona ima oblik

P = —p(x1, 22, 3) (11.5)

O O =
o = O
—_ o O

Drugim re¢ima, pritisak (kao normalna komponenta napona) u proizvoljnoj tacki fluida koji miruje
ne zavisi od orijentacije povrsine na koju deluje - ovaj stav poznat je i kao Paskalov zakon.

Sila potiska

Ukupna povrsinska sila Fpovr koja deluje na proizvoljnu supstancijalnu zapreminu V unutar
fluida koji miruje (sila potiska) moze se izracunati na sledeé¢i na¢in. Prema definiciji vektora napona,
ta sila je jednaka

Frovr — f{ PydS = f(—p)ﬁds = —]{pd§, (11.6)
S S S

gde je S grani¢na povrSina zapremine V', a dS = 77dS. Neka je I= 555 pdS_" . Ovaj integral moze da
se izracuna na sledeéi nac¢in. Ako pomnozimo [ skalarno sa konstantnim, ali proizvoljnim vektorom
a dobijamo relaciju

—

d’-f:j{(p&')~d5,
s
u kojoj novodobijeni povrsinski integral moze da se transformise pomocu teoreme Gausa-Ostrogradskog,
pa je
a-I= / div(pa)dV = a - / gradpdV .
14 %

U poslednjem koraku iskori$éena je relacija div(pa) = (gradp) - @. Jasno je da odavde sledi

a f—/gradpdv =0.
14

Posto je vektor @ proizvoljan, konacno moze da se zakljuci da je

]_':j{pdg:/gradpd\/.
s
7
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Prilikom izvodenja ove relacije nigde nisu koriS¢ene nikakve specijalne osobine pritiska p, sto znaci
da ista relacija vazi za bilo koju skalarnu funkciju, tj. na ovaj na¢in smo izveli jedan specijalan
slucaj (posledicu) teoreme Gausa-Ostrogradskog. Ako se sada vratimo u izraz ((11.6)) za silu potiska
kona¢no dobijamo izraz

Frovr — —/gradpdV. (11.7)
%

Jednac¢ina ravnoteze

Uocimo sada neku malu supstancijalnu zapreminu AV u fluidu koji miruje. Ako je AV dovoljno
malo, mozemo da pretpostavimo da se gustina p unutar te zapremine malo menja, pa je masa ovog
malog tela jednaka Am = pAV. Posto fluid miruje, svi njegovi delovi se nalaze u ravnotezi, pa je
ukupna sila koja deluje na svaki takav deo jednaka nuli. Ukupna sila koja deluje na uoc¢eno malo
telo jednaka je zbiru zapreminskih i povrsinskih sila koje deluju na njega, pa je

0= Amf— /gradpdV
AV

gde je f masena gustina zapreminskih sila. Takode, posto je AV mala zapremina, mozemo da
smatramo da se ni gradijent pritiska unutar nje bitno ne menja, pa je

/ gradpdV = gradp AV .
AV

Iz svega ovoga direktno sledi jednacina

pf = gradp, (11.8)

koja u hidrostatickom slucaju uvek mora da bude zadovoljena.

Fluid koji miruje u homogenom gravitacionom polju

Pomocu jednacine ([11.8) lako mozemo da nademo kako se pritisak menja u homogenom grav-
itacionom polju § = —ge3. U tom slucaju je f = g, pa projektovanjem jednacine na ose Dekartovog
koordinatnog sistema dobijamo sledec¢e skalarne jednacine
op 0 Op dp

0:— = — — = —_—
81’17 61'27 g 8ZL‘3

Iz prve dve dobijene jednacine sledi da pritisak zavisi samo od koordinate z3, pa onda iz trece sledi:
x3
plas) =p(0) ~ [ pgdas,
0

gde je p(0) vrednost pritiska na nivou x3 = 0. Znagdi, pritisak se sa poveCavanjem visine smanjuje za
tezinu stuba fluida jedini¢nog poprecnog preseka, sto je fizicki smisao integrala dobijenog u izrazu
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za pritisak. Naravno, ako mozemo da smatramo da se gustina ne menja, onda se za hidrostaticki
pritisak dobija jednostavna formula:

p(x3) = p(0) — pgzs.

Pomoc¢u jednacine 1 izraza za povrsinsku silu mozemo da izvedemo Arhimedov
zakon. Naime, ako zamislimo ¢vrsto telo zapremine V' i povrsine S, koje je potopljeno (lebdi) u
fluidu koji miruje, i ako pretpostavimo da to telo ne menja gravitaciono polje, pa time ni polje
pritiska u fluidu (sto je prihvatljivo ako telo nije ogromno), onda je sila potiska kojom fluid deluje
na telo ista kao i povrsinska sila koja bi delovala na povrsinu S da se u njoj nalazi fluid, tj.

[potiska —/gradp dv.
v

Posto zbog ravnoteze vazi
pg = gradp,

zamenom u izraz za silu potiska dobijamo

ﬁpotiska - /pgdv
\%

Kako je pgdV = gdm tezina fluida koji bi se nalazio u zapremini dV da nema ¢vrstog tela, integral
dobijen u izrazu za silu potiska ima smisao tezine fluida koji bi se nalazio u zapremini V' da tu nema
tela. Drugim recima, pokazali smo da je intenzitet sile potiska kojom fluid deluje na telo koje lebdi
u njemu jednak tezini telom istisnute teénosti, a smer suprotan smeru gravitacione sile, Sto zaista
i tvrdi Arhimedov zakon.

Fluid koji se krece kao kruto telo

U fluidu koji se krece kao kruto telo, deli¢i se ne pomeraju jedan u odnosu na drugi, pa takode
vazi da nema tangencijalnih napona, tj. tenzor napona ima oblik P = —pZ, gde je 7 jedini¢ni tenzor.
Povrsinska sila se onda racuna na isti nacin kao i u slucaju fluida koji miruje. S druge strane, ako
uoc¢imo malu supstancijalnu zapreminu unutar ovakvog fluida, onda drugi Njutnov zakon primenjen
na takvo telo ima oblik:

Amd = Amf + AFP"

gde je @ ubrzanje tela. Lako se onda pokazuje da odatle sledi jednacina

pi = pf — gradp . (11.9)

Primer 11.1.1. Razmotrimo kretanje te¢nosti u cilindri¢noj posudi (¢asi), koja u homogenom
gravitacionom polju rotira oko svoje ose, postavljene vertikalno, kao na slici [11.2] Pretpostavljamo
da je gustina p tecnosti konstantna, a da ona, zajedno sa posudom, rotira kao kruto telo, kon-
stantnom ugaonom brzinom w. Posto se svaki deli¢ fluida krece po kruznici normalnoj na osu, ako
je polupre¢nik kruznice r, onda je intenzitet brzine delica v = wr, a ubrzanje je usmereno prema
centru kruznice (koji se nalazi na osi rotacije). To je tzv. centripetalno ubrzanje i jednako je w?r.
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lg e
~_ |

Slika 11.2: Fluid, zajedno sa ¢aSsom u kojoj se nalazi, rotira oko vetikalne ose konstantnom ugaonom
brzinom w.

U cilindriécnim koordinatama, gde je osa ¢ase izabrana za z-osu, ubrzanje kao vektor moze da se
napise u obliku @ = —w?ré,, a, posto je f = —gé., projektovanjem jednacine na pravce cilindri¢nih
ortova dobijaju se sledece skalarne jednacine:

2 dp
—pwr = 9
1(‘5]9
0 = ———,
r O
Op
0 = P95

Iz druge od ovih jednacina sledi da pritisak ne zavisi od ugla ¢, Sto se iz simetrije i ocekuje. Iz
trece jednacine se zakljucuje da je p(r,z) = —pgz + F(r), gde je F(r) neka funkcija od r, koja se
odreduje zamenom dobijenog izraza za p u prvu jednac¢inu. Na taj nacin se dobija jednacina
. dF
p == d?” )
odakle je F(r) = $pw?r? + C, gde je C integraciona konstanta, tako da je konaéno pritisak unutar

2
tecnosti jednak
1

p(r,z) = Epwzrz —pgz+C.
Ako koordinatni pocetak postavimo u najnizu tacku graniéne povrsine, onda jeza z = 0ir =0
pritisak jednak atmosferskom pritisku pg, pa se iz dobijenog izraza za pritisak dobija da je C' = py.
Naravno, i za sve ostale tacke grani¢ne povrsine izmedu tecnosti i vazduha vazi da je pritisak jednak
pgﬂ, sto znadi da je p(r, z = zg(1)) = po, gde smo sa z = z¢(r) oznacili jednacinu graniéne povrsine.
Odatle je

Sto znaci da usled rotacije grani¢na povrSina tecnosti dobija oblik rotacionog paraboloida.

LAko bi se pritisak kojom tecnost deluje na graniénu povrsinu razlikovao od pritiska kojim atmosfera deluje na
nju, javila bi se rezultujuca sila koja bi dovodila do promene oblika grani¢ne povrsine, $to nije dozvoljeno posto smo
pretpostavili da se tec¢nost krece kao kruto telo.
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11.2 Osnovni dinamicki zakon za kontinuum

Ako uoc¢imo malu supstancijalnu zapreminu unutar proizvoljne kontinualne sredine, onda os-
novna jednacina dinamike za takvo telo ima oblik

Amid = Amf + AFPr (11.10)

gde je Am masa unutar uocene zapremine AV, @ ubrzanje tela, a f srednja gustina zapreminske sile
koja deluje na telo. Ako je AS ukupna povrsina koja ograni¢ava uoceno telo, ukupna povrsinska
sila AFP'" koja deluje na telo jednaka je

3 3
AFPr = fﬁﬁdszfﬁ-ﬁdszfﬁ-d§:]§75- (Z(é-d@é) :7{2(@-015)75@7
AS AS AS AS i=1 As =1
3 3 3 3 3
= 9 (649> &P, = Z@j[z(pﬂgi).dﬁ: Y e /dlv (Zg@) av
AS i=1 7j=1 7j=1 AS i=1 j=1 AV i=1
3
— /Z@dw(ﬁ*-@)dv, (11.11)
Ay J=1

gde smo iskoristili oznaku za divergenciju tenzora, koja se u opstem sluc¢aju za proizvoljni tenzor A
u trodimenzionalnom prostoru definise kao

3
divA = VA = " &div(Aé). (11.12)
i=1
Zbog simetri¢nosti tenzora napona dalje imamo

AFPoUr — / divPfdv = / divPdV (11.13)

AV AV

odakle je . .
AFP" = AV (divP) (11.14)

gde smo sa (divP) oznaéili srednju vrednost divergencije tenzora napona u uoc¢enoj supstancijalnoj
zapremini. Vra¢anjem ovog izraza u jednac¢inu (11.10]), njenim deljenjem sa Am, kona¢no u limesu
AV — 0 dobijamo osnovni dinamicki zakon za kontinualnu sredinu:

i=f+ ;Vﬁ. (11.15)
Posto je
dv  ov
i=— = —+(7-V)7 11.16
i=q =g TV (11.16)
eksplicitnije ova jednacina ima oblik
ov S 1 -
— + (U-V)u= -VP. 11.17
5y (V)= ovP (11.17)
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Slika 11.3: Slika uz zadatak 11.2.3

To je vektorska parcijalna diferencijalna jednacina u kojoj su nezavisne promenljive prostorne koor-
dinate i vreme, a nepoznata funkcija brzina. U opstem slucaju, medutim, ni gustina p ni elementi
tenzora napona nisu poznati, tako da je svaku konkretnu sredinu potrebno modelirati, tj. na
neki nac¢in dovesti tenzor napona u vezu sa brzinom dodatnim jednacinama (tzv. konstitutivne
jednacine). Sto se zapreminskih sila tice, one su u ovom kontekstu po pravilu poznate.

ZADACI

Zadatak 11.2.1. U Oz, 2,3 koordinatnom sistemu tenzor napona P u nekoj tacki reprezentovan
je matricom

2 4 3

P=14 0 0

3 0 —1

a) Nadi vektor napona koji u toj tacki deluje na elementarnu povrsinu paralelnu ravni = + 2y +
2z — 6 = 0, kao i intenzitet njegove normalne komponente.
b) Ako je & = (26 + 26, +&)/31 &, = (€1 — &) /v/2, naéi P,
Zadatak 11.2.2. Tenzor napona reprezentovan je matricom

0 100z; —100z,
P =1 100z, 0 0
—100z4 0 0

MPa

Naéi vektor napona koji deluje na ravan koja prolazi kroz tacku (1/2,v/3/2,3), a tangentna je na
cilindri¢nu povrsinu % + 23 = 1 u toj tacki.

Zadatak 11.2.3. Tecnost gustine p nalazi se u rezervoaru, ¢iji je poprec¢ni presek prikazan na
slici[11.3l Naéi ukupnu silu pritiska na zakrivljeni deo zida rezervoara, sirine L (duz z-ose).
Zadatak 11.2.4. Ispitati da li matrica ¢iji su elementi
P = QZ% + l/(l‘% — QZ%) , P = —2vrixy |
Py = 22 +v(zd—12?) | Pys=Pi3=0
Py3 = v(a? + z3)

moze da reprezentuje tenzor napona u sredini ¢iji se deli¢i nalaze u ravnotezi, a zapreminskih sila
nema.
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Fluidi

12.1 Viskozni fluidi

Pri kretanju fluida realno postoje tangencijalni naponi i oni su u vezi sa viskoznoséu, tj. unu-
trasnjim trenjem. Usled uzajamne interakcije brze cestice fluida teze da povuku sporije, tako da se
javljaju tangencijalni naponi izmedu slojeva fluida koji se krec¢u razlicitim brzinama. Takode, usled
toplotnog kretanja pri sudaru cestica iz slojeva razli¢itih brzina ili pri prelasku cestica iz jednog
u drugi sloj dolazi do razmene impulsa, Sto se takode manifestuje kroz postojanje tangencijalnih
napona. Prvi mehanizam nastajanja viskoznosti je dominantan kod tec¢nosti, a drugi kod gasova.
Jasno je da u oba slucaja viskoznost zavisi od temperature. Kako se sa porastom temperature
povecava rastojanje medu cesticama, kod tecnosti se viskoznost smanjuje sa porastom temperature.
Kod gasova se, naprotiv, usled intenziviranja toplotnog kretanja, sa porastom temperature povecava
razmena impulsa izmedu slojeva, a samim tim sa temperaturom se povecava i viskoznost.

12.2 Navije-Stoksovi fluidi
U opstem slucaju, postojanje tangencijalnih napona znaci da tenzor napona ima oblik
P=—pE+P, (12.1)

gde je P’ tzv. tenzor viskoznosti. Mi éemo ovde detaljnije razmotriti samo slucaj Navije-Stoksovih
fluida, kod kojih tenzor viskoznosti ima oblik

P =2mK1 + €Ky, (12.2)
gde su n i £ dinamicki koeficijenti viskoznosti (koje smatramo konstantama), a

1 ~

S=K+Ky, Ky= S(Vﬁ)g. (12.3)

Iz definicije tenzora K, sledi da on predstavlja deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi sa
deformacijama pri kojima ne dolazi do iskosenja, tj. promena oblika (posto nema vandijagonalnih
elemenata), ve¢ samo do promena zapremine (tzv. izotropne deformacije), pri ¢emu je

Ty = Vi = TS .

157
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Ako pri kretanju ne dolazi do promena zapremine, onda je Ky = 0, pa se tenzor brzine defor-
macije svodi na tenzor K, tj. K; predstavlja onaj deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi
sa deformacijama pri kojima dolazi samo do promene oblika, a ne i zapremine (tzv. ekvivolumne
deformacije).

Razmotrimo kako izgleda tenzor viskoznosti u slucaju jednostavnog polja brzine oblika v =
v(zy)€). Lako se proverava da je pri ovakvom kretanju fluid nestisljiv, sto znaci da je

P =28

O = O
o O =
o O O

pa je sila viskoznosti dFvisk koja deluje na elementarnu povrsinu dS = d5é, jednaka

dﬁvisk _ 75/(15_: — dsnﬂé’l ,
de’Q

odakle je
dﬁvisk
ds

dv
dl’z

=

Ovaj rezultat poznat je kao Njutnov zakon viskoznosti.

12.2.1 Navije-Stoksova jednacina

Da bismo dobili eksplicitan oblik osnovnog dinamickog zakona za Navije-Stoksove fluide potrebno
je da izracunamo divergenciju tenzora viskoznosti, odnosno divergencije tenzora Ky i Ky. Divergen-
cija tenzora Ky jednaka je

3

3
-1 1 1
VK, = 3 ;adiv((divma) = 3 & a‘; (dive) = Sgraddivd, (12.4)
a divergencija tenzora Ki:
3
= 5 = Do a1 i
VK =VS - VK, = Z e;div(Se;) — ggraddlvv. (12.5)
i=1
Posto je
3
~ 5 1 an an -
7j=1 7j=1
sledi da je

Y- Ov;  Ov\ . 1 L0 ov;  Ov;
le(S@i) = §d1VZ (8:132 + 8%) €; = 5 Z &zzj (8@ + aSCJ)

3 3
. Ov; Pu\ 1,0 .
2 (5%‘ le (@_x) " ;W) ) <axidm’+ Aw) 7 (12.7)
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koeficijent | vazduh voda ziva maslinovo | glicerin
[jedinice] ulje
n [%] 1.8x107° | 1.1 x 1073 | 1.6 x 107 0.10 2.33
v [’”72] 1.5x107° | 1.1x107% | 1.2x 1077 | 1.1 x 107* | 1.8 x 1073

Tabela 12.1: Vrednosti dinamickog i kinematickog koeficijenta viskoznosti za neke supstance na
temperaturi 7' = 288 K.

pa je
M ) 1
divS = 5 le (8x, dive’ + Avl> =3 (graddivd 4+ AY) , (12.8)
odnosno . 1
divik, = geraddivy + S AT, (12.9)
Onda je divergencija tenzora viskoznosti
divp’ = fglrauddlvv + nA7, (12.10)
pa osnovni dinamicki zakon dobija oblik jednacine
a_’ —
a—zt} (U-V)u=f— —gradp+ n;;)fgraddivﬁ—F EAU, (12.11)

poznate pod nazivom Navije-Stoksova jednacéina. Ako je gustina konstantna, onda Navije—
Stokosov fluid nazivamo Stoksovim fluidom, a iz Navije-Stoksove jednacine sledi tzv. Stoksova
jednacina:

a_’ -

8_: (- V)v=f— —gradp—i— Av (12.12)

Cesto se umesto kombinacije 2 koristi tzv. kinematicki koeﬁcijent viskoznosti v = n/p. U tabeli[12.1
date su uporedo vrednosti dinamickog 7 i kinematickog koeficijenta v za neke fluide na temperaturi
T = 288 K: I Stoksova i Navije-Stoksova jednacina su parcijalne diferencijalne jednacine, drugog
reda i nelinearne, u opStem slucaju vrlo komplikovane. U nastavku teksta na nekoliko jednostavnih
primera stacionarnog proticanja fluida demonstriramo kako se moze resiti Stoksova jednacina.

Primer 12.2.1. Pod ravnim Kuetovim strujanjem podrazumeva se stacionarno proticanje Stoksovog
fluida izmedu dve paralelne beskonacne ravne ploce (slika . Zapreminske sile se zanemaruju, a
fluid se krec¢e samo usled kretanja gornje ploce u sopstvenoj ravni konstantnom brzinom . Neka je
rastojanje izmedu ploca d, a gustina fluida p =const. Izaberimo koordinatni sistem tako da donja
ploca lezi u ravni x5 = 0, gornja u ravni s = d, a neka je x; osa odredena pravcem vektora 1,
tj neka je ¥ = uey. Pod pretpostavkom da je kretanje laminarno, tj. u slojevima (dakle da nema
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Slika 12.1: Ravno Kuetovo strujanje - Stoksov fluid stacionarno i laminarno struji kroz prostor
izmedu dve velike paralelne ploce, usled toga sto se jedna od plo¢a pomera u svojoj ravni konstant-
nom brzinom.

znacajnog mesanja susednih slojeva, tj. turbulencija), kao i zbog simetrije, uzmimo da je brzina
deli¢a u fluidu oblika ¥ = v(z5)é€;. Onda je

ov 0
— v-V)U = — =0
at—i—(v ) U <U8x1>v :
a posto se zapreminske sile zanemaruju i nema gradijenta pritiska, Stoksova jednacina se svodi na
d?v
AT =0 = — =0 12.13
v dz3 ’ ( )
odakle sledi
U(J?Q) = Clxg + 02 . (1214)

Integracione konstante u poslednjem izrazu odeduju se iz grani¢nih uslova — u ovom sluc¢aju to
su tzv. uslovi slepljivanja. Naime, usled viskoznosti deli¢i fluida neposredno uz ¢vrstu povrsinu se
lepe za nju, tako da je brzina deli¢a jednaka brzini granice (povrsine). U ovom slucaju to znaci da
je v(0) = 0, posto ploca xs = 0 miruje, odnosno v(d) = u, posto se ploca x5 = d kreée brzinom
u. Zamenom ovih grani¢nih uslova u dobijeni izraz za profil brzine, dobijamo dve jednostavne
algebarske jednacine, ¢ijim resavanjem nalazimo konstante C i Cy, tako da je kona¢no

7="258. (12.15)
d
Primer 12.2.2. Pod Poazejevim strujanjem podrazumeva se stacionarno laminarno proticanje
Stoksovog fluida kroz cilindricnu cev kruznog poprecnog preseka poluprecnika R, usled delovanja
konstantnog gradijenta pritiska u pravcu ose cevi. Zbog simetrije problema najzgodnije je raditi
u cilindriénim koordinatama, koje su uvedene tako da se z-osa poklapa sa osom cilindra. Pret-
postavi¢emo takode da brzina fluida ima oblik ¢ = v(r)é,. Ako zanemarimo zapreminske sile i ako
je gradijent pritiska jednak
gradp = —Ke,

Stoksova jednacina

.1
= f—-vp+ Ay
P
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se svodi na
1
0=-Ké + 1Az,
p p
odnosno

K
—e, = —A7.
n

Laplasijan vektorske veli¢ine u krivolinijskim koordinatama moze da se izracuna koris¢enjem iden-
titeta

rotrotv = graddivy — Av, (12.16)

Sto se u ovom slucaju, zbog nestisljivosti fluida, tj. uslova divt' = 0, svodi na

AU = —rotrotv.
Posto je
1 - 1= 1= - 1=
€, €, € ~€. €, =€,
| e 4 e |_| e & e |__dvg
row = T (o0 z - or e 0z - d’l“e(p
Uy TU, U, 0 0 wv(r)
sledi da je
1= — 1=
€. €, =€
. . s 4 Ta 1d [/ dv
AU =—rotrotv = | 5. 7= 5 |=-—|r—])¢
&) rdr \ dr
0 7“5 0

tako da se kona¢no iz Stoksove jednacine dobija sledeca obi¢na diferencijalna jednacina:

K1 (i),

n  rdr dr

Iz ove jednacine prvo sledi

dU(T) K ,
= —— C
r 1 27]7’ +Cq,
a zatim
(r)=——r*+Cilnr+C
v(r) = ——r nr )
1n 1 2

Ukoliko bi integraciona konstanta C'; bila razli¢ita od nule, to bi znacilo da deli¢i fluida na osi cevi
imaju beskonacno veliku brzinu, sto fizicki nije realno - to zna¢i da konstanta C'; mora biti jednaka
nuli. Drugu integracionu konstantu Cy odredujemo iz grani¢nog uslova za r = R: v(R) = 0, odakle
je Cy = K R?/4n, pa se konac¢no za brzinu dobija izraz

o(r) = [252 {1 - (%)2] . (12.17)
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grad p

\ 4

Slika 12.2: Poazejevo strujanje - Stoksov fluid laminarno i stacionarno struji kroz cev usled posto-
janja konstantnog gradijenta pritiska u pravcu ose cevi.

12.3 Idealan fluid

Realni fluidi su u vecoj ili manjoj meri viskozni, medutim ceste su situacije kada viskoznost
moze da se zanemari, Sto odgovara zanemarivanju tangencijalnih napona. Formalno, to znaci da
tenzor napona ima oblik:

P=—pI. (12.18)

Videli smo da ovakvo naponsko stanje odgovara fluidima koji miruju, kao i fluidima koji se kre¢u kao
kruto telo, tj. kod kojih nema relativnog medusobnog pomeranja slojeva. U ostalim slucajevima,
pretpostavka da naponsko stanje ima oblik predstavlja aproksimaciju i tada kazemo da fluid
opisujemo modelom idealnog fluida.

12.3.1 Ojlerova jednacina

Posto je

I Mw
%
<
=
Sb
|

w
ml
Q.')
||
|
7w
=
g
=

3
div(— 25 iv ( pIeZ =

9v |
ot VY

sledi diferencijalna jednacina kretanja za idealni fluid

1

d —
2= ' —gradp, (12.19)
p

dt

koja se naziva Ojlerova jednacina. Ona predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednacinu, u kojoj
su koordinate i vreme nezavisno promenljive, a unapred je u opstem slucaju zadata jedino masena
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gustina zapreminskih sila f Gustina i pritisak mogu da se menjaju, tj. mogu da zavise i od
koordinata i vremena, tako da Ojlerova jednacina u opstem sluc¢aju nije dovoljna za odredivanje
polja brzine, ve¢ ju je potrebno dopuniti jos nekim jednac¢inama. Uvek moze da se iskoristi jednacina
kontinuiteta, ali je osim nje potrebna jos jedna jednac¢ina, posto ima ukupno pet nepoznatih funkcija
(tri komponente brzine, pritisak p i gustina p). Takode, posto se radi o parcijalnoj diferencijalnoj
jednacini, potrebno je znati i pocCetne i grani¢ne uslove. Ako je grani¢ni uslov zadat na ¢vrstom
zidu (uz koji fluid struji), zbog zanemarivanja viskoznosti ne postoji razlog da se deliéi lepe za taj
zid. Zato se uslov slepljivanja, koji vazi za Navije-Stoksove fluide, zamenjuje uslovom neprobojnosti,
koji je blazi. Naime, tangencijalna komponenta brzine idealnog fluida na ¢vrstoj granici moze imati
proizvoljnu vrednost (deli¢i fluida mogu da klize po zidu), ali normalna komponenta brzine u odnosu
na granicu mora biti jednaka nuli, jer deli¢i ne mogu da produ kroz ¢vrsti zid.

12.3.2 Bernulijev i KoSi—Lagranzev integral

Ako se iskoristi vektorski identitet
1
U xrotd =9 x (V x7) = §grad(v2) — (v V)U, (12.20)

Ojlerova jednacina se transformise u oblik:

ovr 1 - 1
a—: + §grad(v2) — U xrotv = f — ;gradp, (12.21)

koji se cesto naziva Gromeka-Lembova jednacina. Ovaj oblik Ojlerove jednacine iskoristicemo za
izvodenje tzv. Bernulijevog i Kosi-Lagranzevog integrala, koji su ponekad pogodniji od Ojlerove
jednacine za analizu kretanja fluida.

Za proticanje fluida se kaze da je barotropno ako je pri takvom proticanju pritisak funkcija samo
gustine, tj. p = F(p). U tom sluc¢aju se moze uvesti funkcija pritiska I(p) relacijom

I(p) = @7 (12.22)
p
pa je
gradl(p) = ggradp = lgraudp (12.23)
dp p ’ '

a iz Gromeka-Lembove jednacine onda sledi

o 1 -
8_: + égrad(zﬂ) — U x rotv = f — gradI(p). (12.24)
Ako su jos i zapreminske sile potencijalne, tj. f = —gradu, gde je u potencijalna energija po jedinici
mase, dobija se jednacina
ov

1
yn + grad <§112 +u+ I(p)) = U X rotw. (12.25)
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Slika 12.3: Vektor brzine je tangentan na strujnu liniju u svakoj njenoj tacki.

Bernulijev integral

Za vizualizaciju kretanja fluida Cesto se koriste tzv. strujne linije, koje se definisu kao linije
kod kojih u svakoj tacki vektor polja brzine ¢ ima pravac tangente na tu liniju (slika . Drugim
rec¢ima, ako sa d7” ozna¢imo infinitezimalni element strujne linije (koji, naravno, ima pravac tangente
na nju), onda je

dv = \dr ili drx v =0, (12.26)

odakle se dobijaju jednacine

dl’l \_ dZEQ _ dl’g (12 27)

v1(x1, Taw3, 1) va(x1, Tows, t)  v3(T1, Tows, t)

¢ijim reSavanjem (tretirajuéi vreme kao parametar) mozemo dobiti jednacine strujnih linija. Za
stacionarna kretanja, kod kojih brzina ne zavisi eksplicitno od vremena, strujne linije se poklapaju
sa trajektorijama deli¢a fluida.

Pretpostavimo sada da je

e proticanje stacionarno, sto znaci da je % =0,
e zapreminske sile potencijalne, sto znaci da je f = —gradu,
e fluid barotropan ili konstantne gustine, $to znaci da gradp/p moze da se napise u obliku gradl.

Pod ovim pretpostavkama vazi jednacina ((12.25)), koja se zbog uslova stacionarnosti svodi na
1, .
grad 3V +u+1I|—vxrotv=0. (12.28)
Mnozenjem ove jednacine elementom strujne linije d” = A\ dobijamo jednacinu

1
dr'- grad <§v2 +u+ [) =0, (12.29)
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odakle sledi .
d <§v2 +u + I) =0, (12.30)

odnosno

1
§v2 +u + I = const (12.31)

duz strujne linije (istovremeno i trajektorije deli¢a, posto je strujanje stacionarno), sto predstavlja
tzv. Bernulijev integral. Ako je gustina fluida konstantna, a jedina zapreminska sila homogena sila
gravitacije gustine f = —ges, onda je u = gxg, I = p/p, pa dobijamo uobicajenu, iz opstih kurseva
fizike poznatu Bernulijevu jednacinu:

1
502 + gz3 + P _ const. (12.32)
P

Iz nacina na koji je Bernulijev integral izveden i ¢injenice da Stoksova jednacina u slucaju kada
je rotv’ = 0 dobija oblik Ojlerove jednacine (posto je Av' = —rotrotv), sledi da Bernulijev integral
vazi duz strujne linije (i trajektorije deli¢a) ne samo za idealan fluid, veé¢ i za Stoksov fluid koji

struji bezvrtlozno (& = jrott’ = 0).

Kosi—Lagranzev integral

Kosi-Lagranzev integral odnosi se bezvrtlozno proticanje barotropnih fluida u polju potencijal-
nih zapreminskih sila. Bezvrtlozno strujanje fluida, pri kome po definiciji vazi da je

1
&= §r0t17: 0, (12.33)

naziva se jos i potencijalno, posto je poznato [3] da iz uslova rot? = 0 sledi da postoji skalarna
funkcija @, takva da je
U = grad®. (12.34)

Funkcija ® se u ovom kontekstu naziva potencijal brzine. Dakle, u ovom slucaju zadovoljeni su
uslovi

e proticanje je bezvrtlozno (rotv' = 0),
e zapreminske sile potencijalne ( f = —gradu),

e fluid barotropan (gradp/p = gradl),

pa se jednacina (|12.25)) svodi na

o 1
grad [ — + =v* +u+1I(p) ) =0, (12.35)
at - 2
odakle zakljucujemo da zbir %—? + %UQ + u+ I(p) ne zavisi od prostornih koordinata, vec samo od
vremena, tj. funkcija
ov 1,

F(t) = I +ovttut I(p) (12.36)
u fiksiranom trenutku ¢ u svakoj tacki prostora ima istu vrednost. Ovaj integral je poznat kao
Kosi—-Lagranzev integral ili nestacionarni Bernulijev integral.
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Py v=? j

Slika 12.4: Toricelijeva teorema: primenom Bernulijeve jednacine lako se nalazi da je brzina isticanja
tecnosti iz velikog rezervoara jednaka v = /2gH.

Primer 12.3.1. Ukoliko je strujanje barotropnog fluida u potencijalnom polju zapreminskih sila
bezvrtlozno i stacionarno, onda se Bernulijev i Kosi-Lagranzev integral poklapaju. Iskoristimo ih
za nalazenje brzine isticanja tecnosti konstante gustine iz velikog rezervoara (slika . Otvor
kroz koji tecnost istice je vrlo mali i nalazi se na dnu rezervoara, u odnosu na koji ¢emo meriti
visinu nivoa tec¢nosti. Posto je rezervoar veliki, mozemo da pretpostavimo da se slobodna povrsina
tecnosti (koja se nalazi na visini x3 = H) sporo spusta, tako da je brzina deli¢a na tom nivou pri-
blizno jednaka nuli. Pritisak je jednak atmosferskom kako na slobodnoj povrsini tecnosti, tako i na
mestu gde tecnost curi iz rezervoara, pa ako primenimo na bilo koje dve tacke na visinama
r3 = H i x3 =0, lako dobijamo da je trazena brzina jednaka v = \/2gH. Ovaj rezultat poznat je
kao Toricelijeva teorema.

ZADACI

Zadatak 12.3.1. Kroz jako dugacku nepokretnu cilindricnu cev, ¢iji poprecni presek ima oblik
elipse

22 P

2 E=h
pod delovanjem konstantnog gradijenta pritiska gradp = K€, u pravcu ose cilindra, stacionarno i
laminarno tece Stoksov fluid, koeficijenta viskoznosti n i gustine p. Pretpostavljajuéi da zapreminske

sile mogu da se zanemare, kao i da polje brzine ima oblik

. oy L
U:C(1—¥—§>€Z,

(a) odrediti konstantu C; (b) izrac¢unati protok kroz popreéni presek cevi (uputstvo: uvesti smenu
promenljivih = arcosf i y = brsinf); (c) izracunati silu viskoznog trenja kojom fluid deluje na
jedini¢nu duzinu cevi.

Zadatak 12.3.2. Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti n, u homogenom gravitacionom
polju stacionarno proti¢e kroz prostor izmedu dve beskonacno velike ravne paralelne ploce, koje
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sa horizontalnom ravni zaklapaju ugao 6. Plo¢e miruju, nalaze¢i se na medusobnoj udaljenosti d.
Uzimajuéi da brzina deli¢a fluida zavisi samo od njegove udaljenosti od ploca, kao i da je pritisak
neposredno uz donju ploc¢u konstantan i jednak pg, naéi profil brzine u fluidu, kao i silu kojom fluid
deluje na jedini¢nu povrsinu donje ploce.

Zadatak 12.3.3. Stoksov fluid, gustine p i koeficijenta viskoznosti 7, ispunjava ceo prostor oko jako
dugackog cilindra polupre¢nika R, ¢ija je osa vertikalno postavljena u homogenom gravitacionom
polju g. Cilindar rotira oko svoje ose konstantnom ugaonom brzinom 2. Pretpostavljajuc¢i da
je u fluidu uspostavljeno stacionarno polje brzine, oblika v = v(r)e,, gde su (r, ¢, z) cilindricne
koordinate (osa z se poklapa sa osom cilindra) i § = —ge,, naci (a) v(r); (b) pritisak p u fluidu, ako
je poznato da je za z = 0, na jako velikim rastojanjima (r — o) od cilindra p = py; (c) moment
viskozne sile, kojom fluid deluje na jedinicu duzine cilindra.

Zadatak 12.3.4. Potencijal brzine ® u cilindri¢énim koordinatama ima oblik

R2
O(r,p,2)=U (7"+ 7) cos .

(a) Uveriti se da ® zadovoljava Laplasovu jednacinu Ad = 0.

(b) Uveriti se da polje brzine ¥ = V& zadovoljava grani¢ne uslove za proticanje nestisljivog
idealnog fluida oko nepokretnog c¢vrstog cilindra » = R. Kolika je brzina fluida na jako
velikim rastojanjima od takvog cilindra?

(c) Ako nema zapreminskih sila, a poznato je da je pritisak na jako velikim rastojanjima od
cilindra jednak p.,, na¢i pritisak u bilo kojoj tacki fluida, ako je gustina fluida p.

(d) Izrac¢unati silu kojom fluid deluje na jediniénu duzinu cilindra.
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Glava 13

Elasticno telo

13.1 Vektor pomeranja i tenzor deformacije

Za opisivanje kretanja unutar ¢vrstih deformabilnih tela pogodnije je koristiti Lagranzev nego
Ojlerov formalizam, zbog male pokretljivosti deli¢a takvih tela. U skladu sa tim, umesto ten-
zora brzine deformacije obicno se koristi tzv. tenzor deformacije D koji se definise pomocu
vektora pomeranja (X1, Xo, X3,t). Ako se deli¢ u poéetnom trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki

—

X = (X1, X5, X3), onda se u proizvoljnom trenutku ¢ on nalazi u tacki &, pri ¢emu vazi:

—

X ) =X +a(X,t), #X,0 =X, (13.1)

a elementi tenzora deformacije se definisu kao

1 8uz an

Dy = 5 ((9Xj + 8Xi) \ (13.2)
Fizicki smisao ovog tenzora analogan je smislu tenzora brzine deformacije. Moze se pokazati da
je njegov dijagonalni element D;; jednak relativnoj promeni duzine (koja se desi za infinitezimalno
kratko vreme) infinitezimalnih supstancijalnih duzi koje u pocetnom trenutku leze u pravcu z;
koordinatne ose, a dok je dijagonalni element D;; (i # j) jednak polovini promene ugla izmedu
infinitezimalnih supstancijalnih duzi koje u poc¢etnom trenutku imaju pravce koordinatnih osa x; i
x; (zadaci [13.3.1]1(13.3.2)).

13.2 Generalisani Hukov zakon

Najjednostavniji slucaj ¢vrste deformabilne sredine je tzv. elasti¢no telo koje se usled delovanja
spoljasnjih sila deformisSe, ali se vraca u svoje prvobitno stanje nakon prestanka delovanja spoljasnjih
sila. Ako je pri tome

e tenzor napona u nekoj tacki i nekom trenutku funkcija samo tenzora deformacije u toj istoj
tacki 1 istom trenutku, a tenzor napona jednak nuli ako nema deformacije (idealno elasti¢no
telo),

e razmatramo samo linearne fenomene (tj. elementi tenzora napona su linearne funkcije eleme-
nata tenzora deformacije),

169
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Slika 13.1: Malo supstancijalna zapremina u obliku cilindra unutar elasticne neprekidne sredine.

e sredina je homogena i izotropna,

moze se pokazati da je veza izmedu tenzora napona i tenzora deformacije oblika
P =2 (Trf)) €+ 2D (13.3)

U ovom izrazu € je jediniéni tenzor, A i p su tzv. Lameove konstante, a sama jednacina se naziva
generalisanim Hukovim zakonom.

Uocimo elasti¢no telo u obliku cilindra ¢ija osa lezi na x3 koordinatnoj osi (slika , a visina
mu je jednaka [ i neka je tenzor napona reprezentovan matricom

000
P=10 0 0] . (13.4)
0 0 p

Izjednacavanjem dijagonalnih elemenata ovakvog tenzora sa odgovarajué¢im izrazima koji se dobijaju
iz generalisanog Hukovog zakona ([13.3]) dobijaju se jednacine

0 = AT'D+ 2uDy;,
0 = )\TI'Z? + ZIUDQQ s

p = MNItD+2uDss, (13.5)
iz kojih sledi
f(3X + 2p)
=" "D, 13.6
p Nt 33 (13.6)

Posto je u ovom slucaju p jednako normalnoj sili ' koja u pravcu x3 deluje po jedinici povrsine S
osnove cilindra, onda poslednja jednakost moze da se prepise kao
F Al 3N+2
F_phl  p_rBA+2 (13.7)
S [ A p
gde je Al promena duzine cilindra usled delovanja sile F', a £ Jungov moduo. U ovom sluc¢aju smo,
dakle, dobili uobic¢ajeni Hukov zakon.
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13.3 Osnovna jednacina dinamike za elasti¢no telo

Polazeé¢i od generalisanog Hukovog zakona (13.3)) divergenciju tenzora napona, koja nam je
potrebna za formiranje osnovne jednacine dinamike dobijamo na slede¢i nacin. Ako se tenzor
napona prepise u obliku

P=(3)\+ 2@% (Trf)) E+2p (15 —~ % (Trzi) 5) : (13.8)

onda se vidi da postoji analogija sa izrazom za tenzorom viskoznosti Navije-Stoksovog fluid, s

tim Sto ovde umesto tenzora brzine deformacije figurise tenzor deformacije. Takode, uzimajuéi u
. ‘e . . .. .. L. R <. 9 . 0
obzir da se deli¢i malo udaljavaju od svojih ravnoteznih polozaja, priblizno vazi 3 ~ ax ba

divergencija tenzora napona moze da se izrac¢una analogno divergenciji tenzora viskoznosti. Osim
toga, u Lagranzevim koordinatama je

dv  0*u
dt — o2’
pa se, uzimajuci sve to u obzir, ispostavlja da osnovna jednacina dinamike u ovom slucaju ima oblik
0% > . N\,
Por = pf + pAUd + (A + p)graddivi, (13.9)

gde se parcijalni izvodi u A’ i ’graddiv’ racunaju po Lagranzevim koordinatama.

ZADACI

Zadatak 13.3.1. Pokazati da je relativna promena duzine supstancijalne duzi dxX = dSe;, do
koje dode za infintezimalno kratko vreme dt jednaka dijagonalnom elementu calDq; = g—;?l tenzora
deformacije (ra¢unatom u pocetnoj tacki uocene supstancijalne duzi), pod pretpostavkom da je

Ou;

o] < 1.
Zadatak 13.3.2. Uociti supstancijalne duzi d)?l = dS;e; i d)?g = dSs€5, koje u nekom trenutku
imaju zajednicki pocetak. Pokazati da je

Ly
2 )

D12 ~

gde je © ugao izmedu uocenih supstancijalnih duzi u bliskom slede¢em trenutku, pod pretpostavkom

daje\g;; < 1.

Zadatak 13.3.3. Kroz elasti¢nu sredinu prostire se longitudinalni talas

2w
U= ue; = ssinT(Xl —cpt)e), e < 1.

Pretpostavljajuci da se zapreminske sile mogu zanemariti, kao i da se gustina sredine malo menja

pri prostiranju ovakvog talasa kroz nju, tj. p = py, pokazati da je fazna brzina talasa jednaka

A2u

Cr, = .
L PO
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Zadatak 13.3.4. Za transverzalni talas
— - . 27T —
U = u€y = €sin T<X1 —crt)éy e L 1,
koji se prostire kroz elasti¢cnu sredinu, pri ¢emu je p = pg, pokazati da je cp = ,/ pﬁo, zanemarujuci

zapreminske sile.
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Resenja zadataka

14.1 Opisivanje kretanja
Resenje [10.5.1]. (i) Posto je 0 = 9 iz izraza za v; sledi:

dx
vlzgzK@"l = x—ldet = Inzy = Kt+const = = Celt,
1

gde se integraciona konstanta odreduje iz pocetnog uslova x1(0) = X;, odakle je
xl(t) = XleKt \
Na slican nacin je:

w:%:f{xz(uzt/ﬂ =

dZL’Q

=K (1+2t/r)dt =
2

t2
= Inaxy=K (t + _> +const = @9 = CQeK(t+t2/7-)
T

odnosno
2o(t) = XQGK(t+t2/T) .

Takode, iz v3 = 0 sledi da je z3 = X3.
(ii) Zamenom dobijenih izraza za x;(t) u polje brzine dobija se izraz za brzinu u Lagranzevim
promenljivim (X7, X5, X3):

b= K X &Kt ok = KX, (142t/7) /D b =0,
(iii) Posto gustina ne zavisi od koordinata, ve¢ samo od vremena, iz jednacine kontinuiteta sledi

dp
ot

d d
+p(t)divi=0 = d—'$+2K(1+t/T)p:0 = Fp:—2K(1+t/7)dt =

= Inp=—2K[t+13/(27)] + const = p= Cye 2K[+/C7)]
gde se konstanta C3 odreduje iz uslova p(t = 0) = po, tako da je konaéno

p(t) _ poe—2K[t+t2/(27—)] '

173
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Resenje [10.5.2| (i) Posto brzina ima samo z; komponentu, jednacina kontinuiteta se svodi na
jednacinu

dp  9(pu)
it —0
ot ox
odakle sledi 9 .y .y
e N u(zy,t) = 1w et + F(t).

0y coswt — 2 coswt — 2

Funkciju F'(t) odredujemo iz zadatog uslova u(z; = 0,t) = U, odakle je F(t) = U, tj. zaklju¢ujemo
da se ova funkcija svodi na konstantu, pa se za bolje brzine dobija oblik

sin wt
U= (xlw——i—U) e .

coswt — 2

(ii) Polje ubrzanja dobija se direktnom zamenom brzine u izraz za njen supstancijalni izvod:

d’—@ (" v)"_f_@ uﬁ—}—@—é' u%+%
St o Oxr, ot Oox, Ot
Posto je
ou 5 1 —2coswt

o (coswt — 2)27

a % je izracunat u delu (i), nakon ubacivanja u izraz za @ i sredivanja kona¢no se dobija

a—= 5T Z)oswt <2 —wcxolswt (1 — 2 coswt + sin? wt) — Usinwt) €1
Resenje 10.5.3
Rezultat [10.5.6] (i)
1@1’1—F$2 1Q$2+F3§'1
MN=———5—, UVp=——>——-—  v3=0

21 22 + 23 2 a3 + a3

a :_Q2+F2 Ty a :_Q2+F2 To
' dr? (@l 4agR An? (2] 4 a3)?
(iid)
1 Q(z2 — 22) + 2Txywy (a3 — 22) — 2Qx129 O
S=———— | D22 —23) —2Qz17s —(Q(x3 — %) + 2T'r129) 0
2m (2} + 23)* ? 10 ? (1) 0
(v)
2m
F= 2— dgp/ dz = QH
m

rotv =

or Op

(0 ey (002 0@/

r
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14.2 Sile u fizici neprekidnih sistema
Resenje |11.2.1]a) Trazeni vektor napona P, jednak je
P;=P-i,

gde je T = (€1 + 26, + 2€3) /3 ort normale uocene povrsine, tj.

L (24 3\ [1 5
Fi=g (40 0] (2])MPa={4/3)MPa.
30 -1/ \2 1/3

—

Normalna komponenta (FPy)yN ovog vektora je

b)

Resenje [11.2.2| Ako sa f(z1,22) oznacimo funkciju z? + 3, onda je ort normale na povrsinu
7? 4+ 23 = 1 u proizvoljnoj njenoj tacki

gradf B Q(Ilgl + :1:252)

- = T1€1 + T9€s,
|grad f| 4(x? + 23) N~

n =

Sto znaci da je vektor napona koji deluje na ravan tangentnu na uocenu povrsinu jednak

B 0 1001’1 —1001}2 T 100.1'11’2
P =1 100z 0 0 x| = 10022
—100z4 0 0 0 —100z1 22

U tacki (1/2,/3/2,3) je trazeni vektor napona onda jednak
P = 25(v/36 + & — V/38).

Resenje Na uoceni deo zida deluje tecnost sa unutrasnje strane i atmosfera sa spoljasnje
strane rezervoara. Neka je atmosferski pritisak jednak py. Pritisak u te¢nosti jednak je p(y) =
const — pgy, gde konstantu odredujemo iz uslova da je na povrsini te¢nosti y = H pritisak jednak
atmosferskom:

p(H) = const — pgH = py = const = py + pgH = p(y) = po + pg(H —y).

Sila kojom tecnost deluje na zid jednaka je

Pt - —/pd§= —/<po+pg<H—y>>ﬁds,
S S
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a sila kojom atmosfera spolja deluje je

Fe = —/po(—ﬁ)dS,
S
tako da je ukupna povrsinska sila koja deluje na zid:

ﬁ:ﬁt+ﬁ“:—/ pg(H — y)idS .
5
Element povrsine jednak je

dS = dzdl = dzv/(dz)? + (dy)? = dzdz/1 + (v/)? = dzdaV'1 + 4a?a?

o grad(y — az?) _ & — 2axé;

lgrad(y — az?)| 1+ 4a22?’

a ort normale

pa je
z+L V H/a
- / dz / dzpg(H — az?)(€, — 2axé,)
0

z

Sl
I

H/a

= —pgL / dz(H — az?)(é, — 2axé,) .
0

Projekcija ove sile na x-osu jednaka je
H/a
1
F, =2pgLa / do(H — az?)x = §Lng2,

0
a na osu y:

v/ H/a

2 H
F, = —pgL / do(H — az?) = —nggH\/— :
a

0
Resenje [11.2.4] Ako sa f(x1,2) oznacimo funkciju z? + 23, onda je ort normale na povrsinu
2?2 + 23 = 1 u proizvoljnoj njenoj tacki

gradf . 2(%151 + .1‘252)

n= = = 1161 + T96>,
|grad f]| 4(z2 + 22) T
Sto znaci da je vektor napona koji deluje na ravan tangentnu na uocenu povrsinu jednak
. 0 ].00131 —100I2 T 100$1I2
P=1 100z, 0 0 xy | = 10022
—100x4 0 0 0 —100z1 29

U tacki (1/2,1/3/2,3) je trazeni vektor napona onda jednak
P =25(V3¢, + & — V/36) .
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14.3 Fluidi
Resenje (a) Posto je

oL o (0% 0% 1 1Y\
i i—f = % + (U- V)U = 0, zamenom u Stoksovu jednac¢inom, iz njene projekcije na z—osu, direktno
sledi vrednost konstante C": Ko
a
C=———. 14.2
2n a® 4 b? (14.2)

(b) Protok kroz poprecni presek cevi jednak je

Q:p/ﬁ-dﬁzp/vds
S S

gde je S povrsina elipse ‘;—z + ?;—i = 1. Sa predlozenom smenom promenljivih dalje se dobija

1 21 1
Q= pC'/ dr/ dé (1 — TQ)CLbT = §7TpabC'.
0 0

(c) Iz oblika polja brzine jasno je da su svi parcijalni izvodi v; = v, 1 v9 = v, komponente brzine

jednaki nuli, kao i da g—zz = % = 0, tako da je tenzor brzine deformacije reprezentovan matricom:
1 0 0 6_2 K 0 0 b
S==-1 0 0 & | =—"—= 0 0 da%y |. (14.3)
y 2 1 12
2 g_i g_z 0 2n(a® +b?) Vr a’y 0

Vektor napona koji deluje na elementarnu povrsinu, ¢iji je ort normale 77, jednak je ﬁﬁ =
(—pZ + 2nS)7i. Ort normale na povrsinu cevi najlakse se odreduje pomocu gradijenta funkcije
F(z,y,2) = i—; + 1;)’—; — 1, posto jednac¢ina F(z,y, z) = 0 predstavlja jednacinu povrsine cevi. Na taj
nacin je
gradF'(z,y, z)
|gradF(z, y, 2]

i = ,
pa je

T = Y =
2Ce T 6y

)
[ z2 y?

gde je znak minus uzet posto tecnost iznutra deluje na zid cevi. Sila viskoznosti po jedinici povrsine
jednaka je tangencijalnoj komponenti napona, pa je sila viskoznosti koja deluje na jedini¢nu duzinu

n=—

cevi

Foip = / (2nS)ids
S

gde je dS elementarna povrsina na cevi, a S je povrsina odsecka cevi jedini¢ne duzine. Jano je da
je dS = dzdl, gde je dl duzina elementarnog luka elipse, tj.

dl = /(dz)? + (dy)?.
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Slika 14.1: Slika uz resenje zadatka [12.3.2]

Ako ponovo iskoristimo predlozenu smenu promenljivih elementarna povrsina postaje

dsS = \/a2 sin? 0 + b2 cos2 0dh dz

a trazena sila viskoznosti

- Kab
Fpige = —€, ——— / dz/ df(a*sin’® 6 + b* cos® 0) = —wKabé, .
a + b2
Resenje [12.3.2| Uvodeé¢i koordinatni sistem kao $to je naznaceno na slici [14.1] po pretpostavci
zadatka brzinu treba traziti u obliku ¥ = v(x)é}, pa se nakon projektovanja Stoksove jednacine na
koordinatne ose, dobijaju jednacine:

0 = gsm@——@—l—nAv (14.4)
pOxy  p
1 8p

0 = — 60— — 14.5
geost = —o (14.5)
1 0p

0 = ———. 14.6
Y (14.6)

Iz trec¢e od ovih jednacina se zakljucuje da pritisak ne zavisi od x3 koordinate, a iz druge onda sledi
da pritisak ima oblik
p(x1,x9) = F(x1) — pg cos bz,

gde je F(x1) funkcija koju treba odrediti. Posto je, prema uslovu zadatka, pritisak uz donju ploc¢u
konstantan i jednak py, sledi da je p(z1,x2 = 0) = pgy, odnosno F(x1) = po, pa je konaéni izraz za
pritisak

p(x1, T2, x3) = po — pg cos Oz . (14.7)

Onda iz jednacine ((14.4) sledi

d2
d_xg = _gn_p sinf = v(xg) = —g—z sin f25 + Crag + Cs
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gde se integracione konstante C'; i Cy dobijaju iz grani¢nih uslova v(0) = v(d) = 0, tako da je
konacni izraz za brzinu

v(xg) = % sin Oxo(d — ) . (14.8)
Ukupna sila kojom fluid deluje na jedini¢énu povrsinu donje ploce jednaka je
Py=P| &,
22=0
gde je tenzor napona P dat izrazom
P=—pIl+2S.

Na osnovu dobijenog izraza za brzinu, lako se nalazi da tenzoru brzine deformacije & odgovara
matrica

S = Z_:; sin 0(d — 2x5)

o = O
o O O

1
0
0
pa je trazena sila po jedinici povrsine jednaka
— . ]_ . /,
Pé’2 = —po€2 + §pgd S11 961 .

Resenje [12.3.4] (a) Direktnom zamenom datog potencijala u izraz za laplasijan u cilindriénim
koordinatama

10 ([ 0% 10°®  0°P
AD = —— (ro— )+ =5 4 14.9
ror (T or ) r2 Op? + 02?2 (14.9)
dobija se da je A® = 0.
(b) Posto je
. ob., 100, 09
v =grad® =V = 56 + ;%% + 5,5 (14.10)
cilindricne komponente brzine jednake su
R? R?
UT:Ucosgp(l——z) : %:—Usingo(l—l——2) , v, =0. (14.11)
r r

Grani¢ni uslov koji treba da bude zadovoljen pri proticanju idealnog fluida oko cilindra r = R je
uslov neprobojnosti, tj. uslov da je normalna komponenta brzine na povrsini cilindra jednaka nuli:

Url,_g =0, (14.12)

Sto jeste zadovoljeno. Takode, posto je divi=div grad® = A® = 0, zaista se radi o nestisljivom
proticanju.
Dekartove komponente brzine v, i v, izrazavaju se preko cilindricnih komponenata kao

Uy = Vp COS P — Uy, SIN Y, Uy = U, SiNY + v, COS @, (14.13)

odakle je
lim v, =U, limwv,=0. (14.14)

r—00 r—00
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(c) Posto je kretanje potencijalno i stacionarno, zapreminskih sila nema, a gustina fluida konstantna,
zadovoljeni su uslovi za primenu Bernulijeve jednacine u bilo kojoj tacki i bilo kom trenutku, pa je

2 2 . U2
odakle je
pU? (2R? R*
p:p“_T(r (sin ¢ — cos 4,0)+T—4 , (14.16)

pri ¢emu smo iskoristili izraze za komponente brzine nadene pod b).
(d) Ukupna povrsinska sila F', koja deluje na jedinicu duzine cilindra jednaka je

ﬁ:—/pdg,
S

gde je S povrsina tog dela cilindra. Element povrsine dS na omotacu cilindra jednak je Rdypdze,,
gde je R poluprecnik osnove cilindra, pa je

27r pU
= —R/ dQO(poo— 5 (4sln2g0—1)) (€1 cosp + Eysingp) =0,
gde smo iskoristili

27 2
/ (4 sin? ¢ — 1) cos pdy = / (4 sin? ¢ — 1) sinpdp = 0.
0 0

14.4 Elasti¢cno telo

ResSenje [13.3.1

Ju Du Ju dx
. aX: 0Xs 9X3 1
dF =dX +i(X +dX,¢) — (X, 1) =dX + | g2 o2 52 || dx
Ouz  Ouz  Ouz dX;
0X1 0Xo 0X3
ij Ou; = 1S+ zA, 25_ 1 (Oui Oy :Dij77;A:1 Ou; Ou;
ox; — T e o, T ax P2\, X,
dX = dseé:
Ouy  Our  Oug
0X; 0X: 0X3 ds o
wr-asei | BB ) [0 ) —as(as 1)
Oug  Oduz  QJug 0 9%
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Slika 14.3: Smisao vandijagonalnih elemenata tenzora deformacije - slika uz resenje zadatka [13.3.2]

(86)2N2%

1 =2 ~

‘axj N (d9)? ox, ~\ax, X,

b _ Ouw _ (AP —(dS)* _ (|d7] —dS)(d7| +dS)  |di| —dS
"Tox, T 2092 2(dS)? T ds

Resenje [13.3.2] dX! = dS;é;, dX2 = dS,éy:
Ol ot
dit =ds, (&, + — di2 = ds, (&, + 2%

i Sl (61+8X1> s i SQ (62+8X2)

g ou ou
dZIZ’l . d$2 ~ dSldSQ (a_)(z + a_)(?l) = 2dSldSQD12

SJE]
|
@

dzt - dz? dzt||da? /(dzt, da? 1 1
r z—|I||x|COS(x’x)mﬁcos®:§sinl(g—@)“ 5

2dS5;dS,

= Dy = —
27 9d5,dS,



182 GLAVA 14. RESENJA ZADATAKA



Deo 111

Specijalna teorija relativnosti
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Glava 15

Postulati specijalne teorije relativnosti

15.1 Istorijski uvod

e .. mehanika, elektromagnetizam, optika... bla-bla...

Maksvelove jednacine (1873) za elektromagnetno polje...
e [z Maksvelovih jednacina sledi postojanje elektromagnetnih talasa u vakuumu...

e Za takve talase se u to vreme nije znalo, a Maksvelova teorija je predvidala da je njihova
brzina jednaka ¢ = 1/,/ggpio = 2.99792458 x 108m/s, §to se poklapalo sa brzinom svetlosti =
da li je svetlost elektromagnetni talas?

e Hercovi ogledi (1888) - eksplicitna demonstracija postojanja elektromagnetnih talasa

e U meduvremenu - teorijski pokusaji objasnjenja postojanja elektromagnetnih talasa, hipoteza
etra (elektromagnetni talas predstavlja prenosenje oscilacija kroz etar - sredinu koja je apso-
lutno prozrac¢na, nulte gustine, nedektabilna itd, a vezan je za apsolutno mirujuéi referentni
sistem)...

e Majkelson-Morlijev eksperiment (1887)...

15.1.1 Majkelson-Morlijev eksperiment

Cilj Majkelson-Morlijevog eksperimenta je bio da se utvrdi kretanje Zemlje u odnosu na etar,
dakle postojanje etra. Eksperiment je izveden na interferometru ¢ija je Sema prikazana na slici[15.1]
Iz monohromatskog izvora svetlosti zraci padaju na polupropusno ogledalo A, tako da jedan deo
zraka prolazi kroz A prema ogledalu C, odbija se, vraca nazad do A, tu se reflektuje i odlazi prema
detektoru D. Drugi deo zraka se odbija od A, prema ogledalu B, o koje se takode reflektuje, vraca
nazad, prolazi kroz A i pada na D. Na detektoru D se stvara interferenciona slika. Posto se po
hipotezi etra Zemlja kreée u odnosu na etar, trebalo bi da promena pravca kretanja Zemlje (i
interferometra na njoj) dovede do promene interferencione slike na D, ako su svi ostali uslovi pod
kojim se eksperiment izvodi isti.

Neka su ¢ i V redom brzina svetlosti i brzina Zemlje u odnosu na etar (slika [15.2(a)). Vreme za

185
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|

7

Slika 15.1: Sema Majkelson-Morlijevog (Michelson-Morley) interferometra: s - monohromatski izvor
svetlosti, A - polupropusno ogledalo, B i C - ogledala, D - detektor

Slika 15.2: (a) Majkelson-Morlijev interferometar se po pretpostavci, zajedno sa Zemljom kreée u
odnosu na hipoteticki etar: ¢ - brzina svetlosti u odnosu na etar; V' - brzina Zemlje (interferometra)
u odnosu na etar; u odnosu na Zemlju, svetlost udesno putuje brzinom ¢ — v, a ulevo brzinom
¢+ v. (b) Pomeranje ogledala A i B i putanja zraka koji se odbija od ogledala A, a zatim od B,
posmatrano iz sistema vezanog za etar.
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! "B
DI // IB
e

Slika 15.3: Majkelson-Morlijev interferometar krec¢e se brzinom V' u odnosu na etar.

koje svetlost prede put od A do C jednako je =%, dok isti put unazad prede za vreme v baje
ukupno vreme t jednako
AC AC —_—
t= + —9AC—"_ .
c=V c+V c2-V2
Sa stanovista posmatraca iz sistema koji apsolutno miruje, kretanje zraka koji se odbija od A, pa
zatim od B i vraca nazad na ogledalo A, izgleda kao na slici M(b) Ako je t' vreme potrebno

zraku da prede taj put, put koji zrak prede od A do B jednak je ct’'/2, pa je onda

"\ 2 #\? AB
=) =V = AB =2
c (2) Vv (2> + =/\N =1

Odatle je fazna razlika ova dva zraka jednaka

5:

S-n=1

Pretpostavimo sada da se relativna brzina interferometra (Zemlje) u odnosu na etar zarotira za /2
(slika [15.3]). U tom slucaju ¢e fazna razlika biti jednaka

5 2 AB AC
a2 e
pa je
) 2 1 1 AB + AC v?
As=6—6 X(AB+AC) — = |~ St
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Sto znaci da trebalo da se dobije drugacija interferenciona slika. Medutim, kako god se eksperi-
ment ponavljao, ako su ostali uslovi bili isti (nepromenjene vrednosti rastojanja AB, AB i talasne
duzine svetlosti \) uvek se dobijala ista interferenciona slika. Predlagana su razna komplikovana
objasnjenja ovakvog negativnog rezulata eksperimenta...

15.2 Postulati specijalne teorije relativnosti

1905. godine Albert Ajnstajn postavio je postulate specijalne teorije relativnosti:
e Princip relativnosti: Zakoni fizike su isti u svim inercijalnim sistemima reference.

e Princip konstantnosti brzine svetlosti u vakuumu: Brzina svetlosti u vakuumu ima
istu vrednost ¢ u svim inercijalnim sistemima reference, tj. ne zavisi od kretanja izvora ili
posmatraca (¢ = 2.99792458 x 10°m/s &~ 3 x 10°m/s).

Ovime je negativan rezultat Majkelson-Morlijev eksperimenta jednostavno objasnjen, a to je onda
dalje znacilo da relativno kretanje Zemlje u odnosu na etar ne moze da se utvrdi. Takode, etar,
kao sredina potrebna za objasnenje postojanja elektromagnetnih talasa, viSe nije bio potreban.
Samim tim prestala je i potreba za apsolutno mirujué¢im referentnim sistemom, a za definiciju
inercijalnog sistema usvojena je tzv. Ajnstajnova definicija, po kojoj je inercijalni sistem svaki
referentni sistem u kome telo koje ne interaguje sa drugim telima ostaje u stanju mirovanja ili
ravnomernog pravolinijskog kretanja.

15.2.1 Direktne posledice Ajnstajnovih postulata

Inercijalni sistemi i Galilejeve transformacije

Galilejeve transformacije (slika[l.3): 7 =7 —ut, t’ =

Posledice: 7 — 7y =17 — 75, U1 — U = 0] — Uy, V =0 —U,d=a

Osnovne jednacine dinamike m,a, = F,(r1,...,7N,T1,...,7nN,t) zadrzavaju oblik!
) J ) Y ) Y

Ali, Maksvelove NE! Iz principa relativnosti onda sledi da neSto nije u redu sa Galilejevim
transformacijama.

Relativnost vremena

Misaoni eksperiment: Svetlosni signal Salje se vertikalno navise, odbija se od ogledala na plafonu
vagona i vraca se nazad. Posmatrac¢ koji se nalazi na mestu odakle se signal salje, meri vreme At/
potrebno signalu da ode i da se vrati nazad (slika . Ako je visina vagona d, izmereno vreme
jednako je At' = 2d/c. Za posmatrace koji stoje na platformi pored koje voz prolazi brzinom
u (sistem S), dogadaji odasiljanja i primanja signala ne deSavaju se na istom mestu, a kretanja
svetlosnog signala izgleda kao na desnoj strani slike Posto se i u ovom sistemu svetlost krece
brzinom ¢, a upadni ugao pod kojim svetlosni signal pada na ogledalo jednak je odbojnom, sledi da

Je
At 2 At\? d
2 _— = 2 _— 2 A:Q—
c(2> u<2>—|—d = t Ea—
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S' (voz) S (zemlja)
A B ! B

|
d |
|
|
|
v :

A=C A D C

®» O ® G

Slika 15.4: Levo: Posmatra¢ koji sedi u vozu (sistem S’), Salje svetlosni signal vertikalno navise
prema ogledalu na plafonu, od koje se taj signal odbija i vrac¢a nazad. Vreme At’ potrebno svetlos-
nom zraku da ode i da se vrati, posmatra¢ meri na svom casovniku. Desno: Put svetlosnog zraka,
posmatran sa platforme pored koje voz prolazi (sistem S).

Odavde je

At u?

—=/1-—=<1,

At c?
tj. vremenski interval izmedu dva dogadaja nije isti u svim inercijalnim sistemima, Sto znaci da
vreme nije apsolutno, pa ponovo zakljucujemo da Galilejeve transformacije nisu tacne.

15.3 Lorencove transformacije

Neka se neki dogadaj u inercijalnom sistemu S desio u trenutku t i tacki kojoj u odgovaraju
koordinate (z,vy,z). Lorencove transformacije povezuju (z,y,z) i t, sa koordinatama (z',y', 2’)
i trenutkom t', koji odgovaraju istom dogadaju u nekom drugom inercijalnom sistemu S’. To
su, dakle, transformacije koje treba da zamene Galilejeve transformacije, kada se u obzir uzmu
Ajnstajnovi postulati, specijalno postulat o konstantnosti brzine svetlosti. Neka se sistem S’ krece
u odnosu na sistem S konstantnom brzinom i izaberimo koordinatne sisteme u S i S’ tako da im
se ose Ox 1 O'x’ poklapaju, a da ose Oy i Oy, kao i Oz i O’z ostaju paralelne u toku kretanja
(slika , pri cemu je u = u€,, a vreme se u oba sistema meri u odnosu na trenutak kada su se
O 1 O' poklopili. U slede¢em odeljku pokazacemo da, ako su koordinatni sistemi u sistemima S i S’
izabrani kako je receno, onda Lorencove transformacije imaju oblik:

u
t——=x
— ut
Y Y N S N (15.1)
u? u?
== -2

Naravno, u slu¢aju malih brzina, tj. kada je u < ¢, ove transformacije se svode na Galilejeve ((1.6]).
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S S’
y v’
u
_—
(o) 0’ X, x’
z z’

Slika 15.5: Ako se koordinatni sistemi u inercijalnim sistemima S i S’ izaberu na nacin prikazan
na ovoj slici, pri ¢emu se vreme meri u odnosu na trenutak kada se O i O" poklapaju, Lorencove
transformacije imaju oblik (15.1]).

15.3.1 Izvodenje Lorencovih transformacija

e jednacina talasnog fronta svetlosti koja je u trenutku ¢ = 0 krenula iz koordinatnog pocetka:

S . 5132 =+ y2 + ZQ — 62t2, S/ . x/2 + y/2 + 2/2 — CQtIQ

pokusaj:
/

¥=ar+et, Y=y, F=z, t'=0x+nt

Zax' =0jedr/dt =u=|u=—¢c/a

Zax=0jeds/dt/ = —u = —u:e/n,paje

J-na talasnog fronta: a?z?+42aext+e2t>+y*+ 22 = A(6?2% 4+ 20axt+a?t?) i 2 +y> + 2% = *t?

=
20 =225, o -2t =1, Fat-22=¢2
e Posto je ¢ = —ua sledi
2
— o N 1 _ —u 5 = _2_2
Oa=1=—m—, &= =, = =
U u u
-5 =% 1=

15.3.2 Posledice Lorencovih transformacija
Kontrakcija duzine

Neka stap AB miruje u sistemu S’ i to tako sto je postavljen na osu Ox’ (slika i neka je
njegova duzina u tom sistemu ly = 2’y — 24 (tzv. sopstvena duzina). U odnosu na sistem S Stap se
krece, a njegova duzina u tom sistemu meri se tako Sto se u istom trenutku izmere polozaji njegovih
krajeva. Takvom merenju polozaja krajeva, dakle, odgovaraju dogadaji karakterisani koordinatama
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y y

Slika 15.6: Duzina Stapa najveca je u sistemu u kome Stap miruje.

i vremenskim trenutkom (z4,y4 = 0,24 = 0,t) i (zp,yp = 0,z = 0,t). Primenom Lorencovih
transformacija se onda direktno dobija da je

oy ,  Tp—ut Ta — ut
lo=a5—24 = —

2 2’
R
C C

odakle je duzina | = xp — x4 Stapa u sistemu S jednaka

2
u
L=lo\/1- . (15.2)

Zmaci, duzina stapa najveca je u sistemu u kome Stap miruje.

Dilatacija vremena

Uoc¢imo dva dogadaja koji se u sistemu S’ desavaju na istom mestu 2, a u trenucima ¢t} i t.
Vremenski intervala izmedu takva dva dogadaja jednak je At = ¢, — t|. Primenom inverznih

Lorencovih transformacija dobija se da je vremenski interval izmedu ova dva dogadjaja u sistemu
S jednak

/ . / / E /
by + — th+ 5
At =ty —t) = < — <,
U2 U2
\/ o V .
odnosno
A
At=—=0 (15.3)
v

c2

Sto predstavlja formula za dilataciju vremenskog intervala. Iz formule se vidi da je At > A7, pa to
znaci da je vremenski interval izmedu dva dogadaja nagkraci u sistemu u kome se ta dva dogadaja
desavaju na istom mestu.
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)

y y U
s
l‘l'
GL
|
L x, x’
[0 o0’ X
z z’

Slika 15.7: Vremenski interval izmedu dva dogadaja najkradi je u sistemu u kome se ta dva dogadaja
desavaju na istom mestu.

Relativisticki zakon slaganja brzina

U
dx,_d:c—udt dt,_dt—c—2dx 4 , _da’ up -
u2’ w2 z d# | UV
1
- = 1- = 2
c c
2 2
u u
,_dy _WWitae a4y VTG
v Qo | W V== qy L W
c? c?

Ako je u < ¢i¥ = ¢l (7i je ort), onda iz relativistickog zakona slaganja brzina sledi da je v = cn’
(1" - ort). (Pokazite!)
Ako je u < ¢i|V] < ¢ = |U| < c. (Pokazitel!)

Invarijantnost kvadrata relativistickog intervala

Kvadrat relativistickog intervala As? izmedu dogadaja (z1,y1,21,t1) i (29,2, 22,19) definiSe se

kao
As? = A — Az? — Ay? — A2 (15.4)
gde je
Ar=x9—x1, Ay=yo—1y1, Az=20—21, At=1ty—1;.

Direktnom primenom Lorencovih transformacija lako se pokazuje da je
ASIQ — C2At/2 . AZL’Q . AyIQ . AZIQ — ASQ,

tj. kvadrat relativistickog intervala izmedu dva dogadaja ima istu vrednost u svim inercijalnim
sistemima.

Ako je As? > 0, to znaéi da je moguée naéi inercijalni sistem u kome je Az = Ay = Az = 0,
tj. sistem u kome se uoceni dogadjaji desavaju na istom mestu. Posto u tom slucaju u izrazu za
kvadrat relativistickog intervala dominira ,,vremenski” deo, kaze se da su takvi dogadaji razdvojeni
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intervalom vremenskog tipa, a sam interval As = \/C2At2 — Ax? — Ay? — Az? je u tom slucaju
realan broj. U suprotnom slucaju, tj. kada je As? < 0, postoji inercijalni sistem u kome se
dogadaji desavaju u istom trenutku (At = 0), a interval je prostornog tipa i imaginaran je. Intervali
za koje je As? = 0 nazivaju se intervalima svetlosnog tipa.
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Glava 16

Tenzorski racun u specijalnoj teoriji

relativnosti

16.1 Prostor Minkovskog

Prostor Minkovskog (Hermann Minkowski, 1908): ¢etvorodimenzionalni prostor u kome je tacka
uredena cetvorka (ct, z,y, z) = (2%, 2, 2%, 2®), a metrika, tj. kvadrat rastojanja izmedu dve infinitez-

imalno bliske tacke, definisan relacijom
ds* = (d2°)? — (da')? — (da?)? — (dz?)? (16.1)

tacka <« dogadaj, prostor Minkovskog « svet dogadaja

16.1.1 Svetlosni konus

Tacka (0,0,0,0) u prostoru Minkovskog odgovara tzv. nultom dogadaju. Posmatrajmo samo
ravan (ct,z) u prostoru Minkovskog, tj. ograni¢imo se na dogadaje za koje je y = z = 0. Prave
ct = +x u toj ravni odgovaraju kretanju svetlosti duz x ose. Neka se telo u trenutku ¢ = 0 nalazilo
u tacki x = 0. Posto brzina tela ne moze biti ve¢a od ¢, tzv. svetska linija tog tela, tj. linija koja
odgovara kretanju tela u ravni (ct, z) lezi unutar osencene oblasti na slici [16.1] Ta oblast naziva se
svetlosni konusﬂ njegov deo u kome je t > 0 zove se apsolutna buduénost, a deo u kome je t < 0
apsolutna proslost. Naime, u sistemu vezanom za uoceno telo, dogadaji vezani za to telo desavaju
se na istom mestu, pa su intervali izmedu bilo koja takva dva dogadaja vremenskog tipa: As? > 0.
Ako je AT = As/c vremenski interval izmedu takva dva dogadaja u sistemu vezanom za telo,
onda je vremenski interval At = A7/4/1 —v?/c? u sistemu u odnosu na koji se telo kreée brzinom
v, istog znaka kao i , tj. vremenski redosled dogadaja se odrzava. Dogadaji van svetlosnog
konusa razdvojeni s ervalima prostornog tipa - vremenski redosled takvih dogadaja u razli¢itim
inercijalnim sistemima nije isti.

! Ako bismo posmatrali trodimenzionalni deo prostora Minkovskog (ct, x,y) onda bi linije koje odgovaraju kretanju
svetlosti zaista odgovarale konusu z2 + y? = ¢%t?, a u sluéaju celog prostora Minkovskog (ct, z,y, z) radilo bi se o
hiper-konusu.

195


Hadge
Note
od nultog dogadjaja
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Cct A

apsolutnalbuduénost

v

proslost

apsolutna

Slika 16.1: Sivo osencena oblast u prostoru Minkovskog, ogranicena pravim linijama ct = +x
(koje odgovaraju kretanju svetlosti duz z-ose) naziva se svetlosni konus. Kriva linija naznacena
unutar te oblasti odgovara kretanju te@oje se kreée duz z-ose brzinom v < ¢. Tacke (dogadaji)
unutar svetlosnog konusa razdvojeni su intervalima vremenskog tipa (As? > 0). Unutar svetlosnog
konusa vremenski redosled dogadaja ostaje ocuvan. Deo konusa u oblasti ¢ > 0 naziva se apsolutna
buduénost: svi dogadaji iz te oblasti desavaju se posle trenutka u kome se desava nulti dogadaj
(ct,z) = (0,0) (u svakom inercijalnom sistemu). Sli¢no, oblast konusa ¢ < 0 je apsolutna proslost
za nulti dogadaj.


Hadge
Note
od nultog dogadjaja
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16.1.2 Razni oblici pisanja Lorencovih transformacija

metrika < kvadrat relativistickog intervala, metrika je invarijantna u odnosu na Lorencove
transformacije, tj. transformacije koordinata: (2°, 2!, 22, 23) — (20, 2’1, 22, 2"3)
Lorencove transformacije u matricnom obliku mogu da se predstave kao

20 v =By 0 0 2

't By v 00 x! u 1

1.12 O 0 1 O .1’2 ) ﬁ Cu Y /—1 — 62 (
x 0 0 01 x3

Koriste se oznake: (2%, z', 2% 23) < 2#, 1 =0,1,2, 3, pa se onda vidi da Lorencove transforma-

cije mogu da se napisu i u obliku

3
oz'* oz'*
l./u _ | Z .’L'V

= =
oxV oxv "’
v=0

gde je iskoris¢ena tzv. Ajnstajnova sumaciona konvencija:

3
ox'* ox'*

14 v

x x
ox” oxv "’
v=0

tj. sumiranje po ponovljenom indeksu, koji se nalazi jednom na donjem mestu, a drugi put na
gornjem, se podrazumeva. Indeksi se uz koordinate pisu gore - to su ,,gornji” indeksi, a u parcijalnim
izvodima, indeks uz koordinatu po kojoj se vrsi diferenciranje smatra se ,,donjim” indeksom.

16.2 Tenzori u prostoru Minkovskog

Tenzori - u opstem slucaju: skup velic¢ina koji se pri transformaciji koordinata transformise na
odredeni nacin. U slucaju prostora Minkovskog, transformacije koordinata su Lorencove transfor-
macije, a same tenzore zovemo ¢etvoro-tenzori (4-tenzori) ili kvadri-tenzori.

16.2.1 Definicije
e skalar (invarijanta, tenzor nultog ranga) ¢
(20 2 2% 2) = ®(a°, 2t 22, 2?)
Primer: ds? je tenzor nultog ranga

e kontravarijantni 4-vektor (tenzor prvog ranga) A" (x)

3
ox'™ ox'

s — Y | Z—
A 8x”A - OV

v=0

Al/

A® - vremenska komponenta 4-vektora, A*, i = 1,2, 3 - prostorne komponente 4-vektora


Hadge
Typewriter
(x)

Hadge
Typewriter
A'(x')
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8.
Primer 1: 2 = 2/ (2%, 2!, 2%, 2%) = da'* = Y %57da” (ovo vaZi za bilo kakve transformacije,
v=0
ne samo za Lorencove)

Primer 2: uredena cetvorka (z°, 21, 2%, 23) je kontravarijantni 4-vektor - zva¢emo ga 4-vektor
polozaja X*

e kovarijantni 4-vektor A,

3
ox” ox”

A = A, =—A,
» e ox'v ox'm

Iz definicije kontravarijantnog 4-vektora i Lorencovih transformacija sledi da zakon transforma-
cije kontravarijantnog 4-vektora u matricnom obliku ima oblik

A’(l) v =By 0 0 A(l)
A — 00 A
A/Q - g’y g 10 AZ ’ (163)
AP 0 0 01 A3
dok za svaki kovarijantni 4-vektor vazi
Ap vy By 00 Ay
Al [ By v 00 A
A=l o o 10 |] 4 (16.4)
Al 0 0 01 Az

Matrica u transformacionom zakonu za kovarijantni 4-vektor odgovara inverznoj Lorencovoj trans-
formaciji:

v By
el

0
0

0
1
9 =
3

o o
O = O O
_ o O O

dok se kontravarijantni 4-vektori transformisu upravo po matrici koja odgovara Lorencovoj trans-

formaciji (16.2)).

16.2.2 Veza izmedu kontra- i kovarijantnih 4-vektora

Iz transformacionih relacija za komponente kontravarijantnog 4-vektora A*, mnozenjem relacija
za prostorne komponente sa (-1), slede relacije

AP = A%+ By(—A") + 0(—A%) + 0(—A%),
—AT = ByAY + (=AY +0(—A) +0(=A%),
—A? = 0(A°) +0(—=A") +1(—A%) +0(—A%),
—A® = 0(A% +0(—A") +0(—A?) + 1(=A?%),
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odnosno
A" v By 0 0 AV
—AY L | By v 00 —Al
A% 0 0 10 —A? |7
— A" 0 0 01 —A3

odakle se poredenjem sa vidi da se uredena ¢etvorka (A%, —A!, — A% — A3) transformise kao ko-
varijantni 4-vektor. Znaci, svakom kontravarijantnom 4-vektoru odgovara kovarijantni 4-vektor, ¢ija
je vremenska komponenta jednaka vremenskoj komponenti kontravarijantnog 4-vektora: A° = Ag, a
prostorne komponente jednake su negativnim vrednostima odgovaraju¢ih prostornih komponenata
kontravarijantnog 4-vektora: A' = —A;, i = 1,2, 3.

16.2.3 Skalarni proizvod 4-vektora
e definicija: (A, B) = A*B,, = A’By+ A'B; + A?By + A®Bs
= (A, B)=A"B" - (A'B' + A’B* + A’B?)

o Oznake: (A% Al A2 A3) = (A, A)
3
(A,B)=A"B"~A-B, A-B=) A'B

i=1
o  skalar(ni)”?
(A/ B/) — A/OB/O _ AllBll . A/2B/2 . A/3B/3
= (vA° = ByAY)(vB° — ByB') — (=ByA° + AN (= ByB° +1B') — A°B® — A’B?
— AOBO,Y2(1_52)_A1B172(1_ﬁ2)_A2B2_A3B3
= A°B° - A'B' — A’B* - A*B® = (A, B)

e jeste skalar(ni), ali nije pozitivno definitan!

Primer: kvadrat relativistickog intervala je skalarni proizvod: ds? = (dX,dX), ali on moze
biti i negativan (za intervale prostornog tipa)

16.2.4 4-tenzori viSeg ranga

e dva puta kontravarijantan tenzor drugog ranga B*

oz’ 9z’
B/,ul/ — (o7
ox® Jx°

g

e dva puta kovarijantan B,
,  Ox® 0x°
py ax/u axlu ao
e 4-tenzor drugog ranga, jednom kontra- i jednom kovarijantan B*,

ox'™ 0x°
B'", = B¢,
ox® Ox'v
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16.3 Osnovne tenzorske velicine u specijalnoj teoriji rela-
tivnosti
e 4-vektor polozaja X = z# = (ct,T)
o (dX,dX) = (dz°)? — (dz!)? — (dz?)? — (da?)* = ds?

e 4-vektor brzine Cestice A
VH =
dr

T — sopstveno vreme Cestice, v = % — brzina cestice, USPUTNI inercijalni sistem

2 —
dr=diy/1-5 = Vvi=| e |, (VV)=¢
¢ Ji-% \J1-2

e Ajnstajnov princip korespondencije

1L = V =@

o 4-vektor impulsa P = mV, m — sopstvena masa Cestice (masa mirovanja)
o (P, P)=m?c

e 4-vektor ubrzanja cestice

dV
A=—
dr
e ortogonalnost 4-vektora brzine i ubrzanja cestice: (V, A) = 0, posto je
dV dV; dV; dV-
(V,A) = VoA + VA + VA + V3A, = V022 pyi 2 222 3D
dr dr dr dr

16.4 Rimanovi prostori
e prostor Minkovskog specijalan slucaj
o tacka: (x! 2% -+ 2")
e metricka forma: ds* = Y. g, dztdz” = g, dz"dz”

pr=1
U ,,nasem” slucaju:

1 0 0 0
o -1 0 o
9710 0 -1 o0

00 0 -1

tzv. pseudoeuklidska metrika


Hadge
Typewriter
(masa mirovanja)
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transformacija koordinata: (x!, 22, .-+ a") — (21, 22,- - 2'™)

Y

e tenzori: ds? - skalar, da# - kontravarijanti vektor, g,, - metricki tenzor (u opstem slucaju f-ja
koordinata)
e definicije analogne, npr:
n o
i — 83:’“AV _ am’“AV B Ox'" Ox o
oY orv Oz Ox™v

,,spustanje”indeksa: A, = g, A”

vise o Rimanovim prostorima u [12]
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Glava 17

Dinamika cestice u specijalnoj teoriji

relativnosti

17.1 Kovarijantna formulacija zakona

Primer:
72— nv wy __ uv
A =B = A" =B

o

Ako je izrazena kao jednakost tenzora istog ranga i vrste, jednacina ima isti oblik u svim inerci-
jalnim sistemima - kovarijantna je. Da bi zakon imao isti oblik u svim inercijalnim sistemima treba
da bude izrazen u tenzorskom oblikul!

17.1.1 Osnovni zakon dinamike u kovarijantnoj formi

Zahtevi:
e da bude izrazen u tenzorskom obliku
e da ,lici"na nerelativisticki zakon % =f

e da vazi AjnStajnov princip korespondencije, tj. da se u limesu malih brzina dobija nerela-
tivisticki zakon dinamike

Pretpostavka:

dpr 2
=P PremV, dr=dt 1-Z (17.1)

c2

Sta je 4-vektor sile F*?

Prostorni deo 4-vektora sile : Eksperimentalno potvrdeno i prihvaé¢eno da je

= F (17.2)
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gde je f ,,obican” 3-vektor sile. Zamenom izraza za prostorni deo 4-vektora impulsa P! = ymV'
u prostorni deo pretpostavljenog kovarijantno zakona dinamike ((17.1)), uz d¢t = ~dr, za prostorne
komponente 4-vektora sile dobijaju se izrazi

ar’ mu; Ji
dr \/_7% dt \/ \/ _2

Vremenski deo 4-vektora sile : Vremenski deo F° 4-vektora sile moze da se odredi koriséenjem
ortogonalnosti 4-vektora brzine i ubrzanja (16.5)) na sledeéi nacin:

F' = =~fi, i=1,2,3 (17.3)

V.F 4
(V,A)=0 = (V,F)=0 = F'= =157 (17.4)
Vo c
17.1.2 Relativisticki impuls p Cestice
Velic¢ina R
= &2 (17.5)
v
==
naziva se relativisticki impuls cestice.
O masi
e M masa mirovanja
e relativisticka masa m, = \/7 - IZBEGAVATTI!
1—
e mera inercije tela koje se nerelativisticki krece:
d dv dv -
— (ym¥) = f= m15+7m—v—f:> za t=0,0=0: m—U:f

dt dt dt

17.1.3 Relativisticka kineticka energija

Posto smo nasli vremensku komponentu 4-vektora sile iz vremenske komponente zakona ([17.1])

sledi
dpr° ) d mc .

= =F'= — = —F.f.
dr dt / V2 /
02
Dobijena jednacina podseca na nerelativisticku teoremu kineticke energije (2.1)) za jednu cesticu

— =% f,

dt

medutim izraz 'ymcz, iako ima dimenzije energije ne moze da se proglasi za kineticku energiju, posto
je za U = 0 jednak mc?. U slucaju nerelativistickih brzina, kada je v < ¢ vaZi aproksimativni razvoj

AT = f-dF =

mc? s 1
~mc + —muv”,
v2 2

c2
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pa se zato relativisticka kineticka energija definise kao

T = —F—— —mc”. (17.6)

Ova formula svakodnevno se potvrduje u eksperimentima u akceleratorima, a 1964. je Bertozzi
napravio demonstracioni ogled za njenu potvrdu. U tom eksperimentu elektroni se ubrzavaju u
elektrostatickom polju, a kineticka energija im se odreduje nezavisnom kalorimetrijskom metodom.
Iz vremena preleta kroz oblast van polja procenjuje se brzina elektrona, pa se poredenjem dobijenih
vrednosti dolazi do zakljucka da je T' ~ (1 —v?/c?)~1/2,

17.1.4 Energija mirovanja

Sta je smisao ¢lana mc??

e Ajnstajnovo tumacenje - ENERGIJA MIROVANJA E, = mc?

e Ukupna relativisticka energija izolovane cCestice jednaka je
2
mc
EFE=—==Fy+T
U2
T2

ekvivalencija mase i energije

pretvaranje mase u energiju i obrnuto!

e primer: apsolutno neelasti¢ni sudar klasiéno i relativisticki (Primer 9.1 iz [12])

17.1.5 4-vektor impulsa - energija i impuls ujedinjeni
o (P,P)=m?c P"=(E/c,p) =

E2
_2_p2:m202 :>E2:p202+m2c4
C

e E=T+mc* =

1 1
p=—-VE?—m2c* = —\/T(T + 2mc?)
c c
o y=0E/c?

e transformacija energije i impulsa

E'fc v =By 00 E/c g—u
P | _ [ =By v 00 Pe ‘
Py 0 0 10 Dy PV |
28 0 0 01 o 1-42
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Foton

e kvant svetlosti, kvant elektromagnetog zracenja

talasno-cesti¢ni dualizam

postulirana energija E = hv, h = 6.62 x 1072*.Js - Plankova konstanta, v - frekvenca zracenja

cestica koja se krec¢e brzinom svetlosti

m02 ch

E = = M7=m=0

Ji—&/2 0

impuls?

E=hv, v=cn = p=

4-vektor impulsa fotona

Doplerov efekat

Promena frekvence talasa usled relativnog kretanja izvora i prijemnika
Foton elektromagnetnog zracenja, izvor miruje u sistemu S, foton se krece u ravni zy, pod uglom
6 u odnosu na z osu (slika [17.1)

hv h
Py = (—V,—Vﬁ) , 1 =cosble, +sinfe, =

F=\ee
v =By 00 by (1 — G cosb)
P —By v 00 h—c”cose ’y%(cos@—ﬁ)
F= 0 0 10 h—c”sinﬁ h—c”sinﬁ
0 0 01 0 0
, 1 —%cosf
vV =v
1 — ¥

Crveni i plavi pomak, transverzalni Doplerov efekat

e # = 0 prijemnik se udaljava od izvora

—
|
|2

—_

+

ol

<v = N>\

—_

alg

u2

c2

— Habl 1920, spektralne linije vodonika sa udaljenih zvezda
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S S
y Yy
con
%?XZ u P
o I o’ -
(a)
S S
y y
¢, O=71
- ° AN —e
(0] 0 P VR ] X, X
(©)

207

v?
=
=

S
)
¢, 6=0
e A NN u
¥V 0
(b)
s
)
P
C, n
O=5m/2
I
u
0
(d)

Slika 17.1: (a) Doplerov efekat: izvor I elektromagnetnog zracenja miruje u sistemu S, a prijemnik
P miruje u sistemu S’. Izvor emituje signal u pravcu ¢iji ort 7 zaklapa ugao 6 sa x-osom. (b)
Prijemnik se udaljava od izvora (6 = 0) - crveni pomak. (c) Prijemnik se priblizava izvoru (6 = )
- plavi pomak. (d) Izvor naspram prijemnika (0 = 7/2) - transverzalni Doplerov efekat.
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— crveni pomak, spektar pomeren prema crvenom delu
Alnm| na Zemlji | 410.2 | 434.0 | 486.1 | 656.3
Alnm] sa zvezde | 411.54 | 435.5 | 487.75 | 658.47

— zakljucak: vasiona se $iri, relativna brzina posmatrane zvezde u ~ 10m/s

. . . . 1+ 2
e 0 = 7 prijemnik se priblizava izvoru = V' =v,/—& > v

c

e Transverzalni Doplerov efekat
92% = v=v1-u?/c?

17.1.6 Sudari cestica - Komptonov efekat

e 1923, Compton - rasejavanje X zracenja na grafitnoj meti (str. 152 u [12])

e merenje intenziteta rasejanog zrac¢enja u razlicitim pravcima, u funkciji talasne duzine = dva
maksimuma:

— na talasnoj duzini upadnog zracenja A i

— na A* > A, pri ¢emu \* — X zavisi samo od ugla rasejanja

e objasnjenje: prvi maksimum moze da se objasni tretiraju¢i X zracenje kao EM talas, koji
pobuduje oscilovanje vezanih elektrona u meti sa istom frekvencom, ali otkud drugi?

e korpuskularno - foton upadnog zracenja sudara se sa slobodnim elektronom koji miruje = iz
sudara izlazi elektron koji se krece i foton nove energije, tj. drukcije frekvence, kojoj odgovara
A*

h
(1 —cosf), =243 x 107 2m

MmeC MeC

A=A =

e ovo je bila i potvrda STR, ali i dokaz da X zracenje ima korpuskularnu prirodu (do tada se
to znalo samo za vidljivo i ultraljubucasto, iz foto-efekta)

17.2 Analiticki formalizam u specijalnoj teoriji relativnosti

Lagranzijan?
Jedna cestica u polju sile f = —gradU(z1, z2, x3,t):

d oL L d U dpi
L=-mc*\/1—-v2/c2—-U = 0 _3_:_ SR —i—a—U:i—fi:O

V-~ &

Znaci, L je lagranzijan (moze se formulisati Hamiltonov princip), ali L # T — U!!!
Ovo jos uvek nije kovarijantna formulacija analitickog formalizma!
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