PRVI DOMACI ZADATAK 1z FIZIKE KONTINUUMA - 10. MART 2015.
1. (50 poena) Polje brzine zadato je sa
vy =w(T +x2)+9, vy=w(we—x1)+0, wv3=0,
gde su w i § zadate konstante.
a) Nadi polozaj cestice koja se u pocetnom trenutku nalazila u tacki (X, X, X3).

b) U pocetnom trenutku uoc¢imo dijagonalu kvadrata 0 < 27 < d/w, 0 < 29 < §/w, 23 = 0 koja
prolazi kroz koordinatni pocetak. Odrediti duzinu ove linije u trenutku ¢t = 27 /w.

¢) Nadi polje gustine ako se zna da ono zavisi samo od vremena. Odrediti protok ovog fluida kroz
kvadrat 1 =0, 0 < 29 < §/w, 0 < z3 < J/w.

d) Izracunati polje ubrzanja.

2. (20 poena) Ako su A)(F, t)i E(F, t) vektorska polja i % supstancijalni izvod, pokazati da vazi

. - . dB d4d -
AB=4.24+2 R
4P ATRY

3. (30 poena) Blauzijusov tok je dvodimenzinalno stacionarno proticanje fluida opisano funkcijom

toka ¥ (z,y) = f(n)vaVwz, gde su a i V,, konstante, dok su n = y/V./(ax) parametar i f(n) neka

funkcija koja zavisi samo od parametra n. Odrediti polje brzine v = v,€, +v,€,. Komponente brzine
treba izraziti preko konstanti definisanih u zadatku, funkcije f i njenih izvoda.

RESENJA
1. Za dato polje brzine vazi
dx dx dx
d—;:w(x1+x2)+6, d—;:w(xg—x1)+5, d—;’zo. (1)

a) Iz poslednje jednacine u (1) se lako vidi da je

T3 = X3,
dok se iz prve dobija
1 dxl 0
Tg=————10T] — —
T wdt P

tako da se dobija da je diferencijalna jednacina po nepoznatoj funkeiji (t):

dQI'l dl’l
— 2w——= 4+ 2w? = 0.
@ g T

Resenje ove diferencijalne jednacine mozemo potraziti u obliku z; = e gde je A konstanta.
Uvrstavajuéi pretpostavljeno resenje u diferencijalnu jednacinu, dobijamo

(A2 =20 +20H)eM =0 = (A2 — 2WA +20?) =0 = N\ p = w + iw,
pa je opste reSenje

T = Ae(w+iw)t + Be(w—iw)t _ ewt<Aeiwt + Be—iwt)'



Konstante A i B odredujemo iz pocetnog uslova. Znamo da je z1(t = 0) = X, a na osnovu
prve jednacine u (1) dobijamo da je

dl’l

E :CU(X1+X2)+(5,

t=0

tako da vazi 5
X, =A+B, Xi+Xo+—=A+B+i(A-B).
w

Resenje ovog sistema je
1 ) 1 o
A:— X1—1 X2+— 5 B:— X1+1 X2+— .
2 w 2 w

)
x, = et [Xl cos wt + (Xg + —) Sinwt] .
w

Stoga je

Posto je x5 odredeno resenjem za x; dobijamo i da je:

) )
Ty = e** {—Xl sin wt + <X2 4= —) COS wt] - —.
w w

Jednacina dijagonale u pocetnom trenutku ¢ = 0 je (A, A,0). U proizvoljnom trenutku deli¢i
koji su ¢inili dijagonalu ¢ine krivu:

o o o
x; = et {)\ cos wt + ()\ + —) sinwt} , Ty = et [—)\ sin wt + ()\ + —) cos wt] - —

w w w
U trenutku ¢ = 27 /w ova kriva ima parametarsku jednacinu

) 0
T, = \e’", To = e ()\ + —) - —.
w w

Duzina ove krive je

d/w
s:/ds:/\/dx%—l—dw%:/ 62”\/§d)\:e2“\/§g.
0

Polazec¢i od jednéine kontinuiteta i uzimajuci da p ne zavisi od koordinata, imamo

d d
d_/t) +pdivi =0= d—f = —2wp.
Resavanjem ove jednacine dobijamo:
p= Cfe—th7

gde je C' neka konstanta.
Protok je Q@ = [ pv- dS. Za povrs iz zadatka je dS = dxydzsé) tako da je protok

0/w  po/w 3 53
Q= ,0/ / (wzg + 6)dzodas = L
0 0

2w?



d) Polje ubrzanja je

+v 0 (v1€1 + v2€5)
axl 231‘2 1€1 2C2),

iz cega se dobija

@ = 2w(wzy + 08, — 2wz, 8.
2. Pokazimo da je leva strana jednaka desnoj strani.

d — —
LS = —(A-B
S = S(AB)

t
_0A-B) L r
= = +(@-V)(4-B)

0OA - - 9B . - = -
= 5 B+A'E+((U V)A)-B+A-((V-V)B)
= (% (7 vyf) B+ A <8—3+<z7 v>§>

ot t

dA - . dB

— DS

_ W __
ooy’ Y Ox
Tako je
Uy = g\/avoox.
dy
Posto je
o5 _dton _, [V
dy  dn oy ax’
dobijamo da je
vy = Voo

Na slican na¢in racunamo i drugu komponentu polja brzine.

0 vaVy
vy = —8—£\/an$—]€ 2?/5 .

Ovde treba obratiti paznju na
Voo

ax3’

of _dfon _
or dn o

1 aVs
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Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 24. mart 2015.

1. (35 poena) Polje brzine u nekoj sredini u Dekartovim koordinatama ima oblik vy = 0, vy = A(x129 — 23)e™ 5t

vy = A(x2 — 2y23)e P, gde su A i B zadate konstante.
a) Naéi matricu S koja odgovara tenzoru brzine deformacije.

b) Kolikom ugaonom brzinom rotira mala supstancijalna zapremina koja se u trenutku ¢ = 0 nalazi u tacki
T1,T2, $3) = (1, 07 3)?

~—~ I~

¢) Supstancijalna duz duzine As se u trenutku ¢ = 0 nalazi u tacki (1, x9, x3) = (1,0, 3) i orijentisana je duz ose
x3. Kolika je duzina projekcije ove duzi na osu z3 u trenutku At? Koliki ugao ova supstancijalna duz zaklapa
sa osom x3 u trenutku At? Smatrati da je At veoma kratak vremenski interval, a As veoma mala duzina.

(d) Izracunati cirkulaciju brzine po konturi koja ima oblik kvadrata 1 =0, 0 <z < 1,0 < z3 < 1.

(e) Izracunati fluks vektora vrtloznosti kroz kvadrat 1 =0, 0 < 29 <1, 0 < z3 < 1.

2. (10 poena) Za polje brzine ¢ = W{(x3 — x2)€1 + (x1 — x3)€ + (2 — 21 )€3], gde je W konstanta, naéi vrtloznu liniju
koja prolazi kroz koordinatni pocetak.

3. (20 poena) Tenzor napona u tacki P je zadat matricom

7T =50
P=oc| -5 3 1 ,
0 1 2

gde je o zadata konstanta koja ima dimenzije pritiska. Izracunati (a) vektor napona koji deluje na ravan koja prolazi
kroz tacku P, a paralelna je ravni ABC prikazanoj na slici, kao i (b) njegovu tangencijalnu i normalnu komponentu.
Duzi koje ravan ABC' odseca na koordinatnim osama su jednake AP = 2, PB = 4 i PC = 6 u odgovaraju¢im
jedinicama.

4. (35 poena) Oluk, u obliku polucilindra, ¢iji je popreéni presek prikazan na slici, polupreénika R i visine H, ispunjen
je do vrha vodom.

(a) Eksplicitnim ra¢unom pokazati da je ukupna povrsinska sila koja deluje na oluk jednaka tezini vode u njemu.

(b) Izracunati ukupni moment povrsinskih sila, u odnosu na najnizu tacku oluka, koje deluju na polovinu oluka
koja se nalazi sa jedne strane vertikalne ravni, koja sadrzi njegovu najnizu liniju.
Uzeti da je R =10cm i H = 1m i smatrati da atmosferski pritisak u okolini oluka ima konstantnu vrednost.

L, ZADATAL

Resenje ovog domaceg zadatka treba predati najkasnije u utorak, 7. aprila, u 9.15. Prilikom izrade domacih
zadataka dozvoljeno je koristiti literaturu i traziti pomo¢, ali kona¢na reSenja koja predajete treba da budu napisana
samostalno i svojeru¢no. Identi¢na (kopirana) reSenja neée biti bodovana.

PREPORUKE ZA RESAVANJE ZADATAKA: Ukratko, ali jasno i punim rec¢enicama, navedite osnovne principe i jednac¢ine
na koje se pozivate pri reSsavanju zadataka. Jasno definisite sve oznake koje koristite, naroc¢ito one koje nisu uobicajene.
Gde god slika ili dijagram mogu da pomognu u reSavanju nacrtajte ih. PiSite ¢itko, a glavne rezultate uokvirite.
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Tre¢i domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 9. april 2015.

1. (25 poena) Tenzor napona unutar cilindra 23 + 22 = R?, 0 < z; < L predstavljen je matricom

AIQ + B$3 Cl’g —CfEQ
P = Cﬂi‘g 0 0 s
—CQ?Q 0 0

gde su A, B i C zadate konstante. Ako je poznato da su svi deliéi cilindra u ravnotezi, kao i da je
gustina sredine p, na¢i masenu gustinu zapreminske sile f. Izracunati vektor napona koji deluje na
deli¢e na povrsini omotaca cilindra.

2. (15 poena) Polje brzine u Navije-Stoksovom fluidu ima oblik ¢ = C[(x1 + x3)€] + x163), gde je C
zadata konstanta. Nadi tenzor viskoznosti, ako su poznati koeficijenti viskoznosti 7 i £. Izracunati
relativnu brzinu promene gustine deli¢a %%.

3. (60 poena) Stoksov fluid nalazi se u oblasti izmedu dva koaksijalna cilindra, polupre¢nika aib (a <
b). Zajednicka osa cilindara sa horizontalom zaklapa ugao a, a ceo sistem se nalazi u homogenom
gravitacionom polju. Unutrasnji cilindar se kre¢e konstantnom brzinom U duz zajednicke ose, navise.
Pretpostavljajuéi da brzina u fluidu ima oblik 7 = v(r)é,, gde je r rastojanje od zajednicke z-ose,
kao i da je % = K poznata konstantna veli¢ina, naéi: (a) v(r); (b) silu viskoznosti kojom fluid deluje
na jedinicu duzine unutrasnjeg cilindra; (c) silu viskoznosti kojom fluid deluje na jedinicu duzine
spoljasnjeg cilindra. Gustina fluida je p, a dinamicki koeficijent viskoznosti 7.

Resenje ovog domaceg zadatka treba predati najkasnije u utorak, 21. aprila, u 9.15. Prilikom
izrade domacih zadataka dozvoljeno je koristiti literaturu i traziti pomoc¢, ali konacna resenja koja
predajete treba da budu napisana samostalno i svojeru¢no. Identicna (kopirana) resenja nece
biti bodovana.

PREPORUKE ZA RESAVANJE ZADATAKA: Ukratko, ali jasno i punim recenicama, navedite osnovne
principe i jednacine na koje se pozivate pri resavanju zadataka. Jasno definisite sve oznake koje
koristite, narocito one koje nisu uobicajene. Gde god slika ili dijagram mogu da pomognu u resavanju
nacrtajte ih. Pisite ¢itko, a glavne rezultate uokvirite.
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DRuUGI KOLOKVIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA, 8. JUN 2015.

Stoksov fluid, dinamickog koeficijenta viskoznosti 7, stacionarno i laminarno protice kroz prostor
izmedu dva veoma dugacka koaksijalna cilindra poluprecnika R i 2R. Fluid se kreée u pravcu
zajednicke ose cilindara, usled toga Sto se u tom pravcu konstantnom brzinom u kre¢e unutrasnji
cilindar, a osim toga postoji i komponenta gradijenta pritiska u tom pravcu, koja je konstantna i
iznosi K. Spoljasnji cilindar miruje. Pretpostaviti da zapreminske sile mogu da se zanemare, kao i
da intenzitet brzine fluida zavisi samo od rastojanja od ose.

1. (50 poena) Odrediti profil brzine u fluidu.
2. (40 poena) Izracunati silu kojom fluid deluje na spoljasnji cilindar.

3. (10 poena) Ispitati da li je za neku vrednost u, pri fiksiranom K, moguée bezvrtlozno strujanje
fluida i, ako jeste, odrediti to u.

Korisne formule

1
(v- V)U = grad <2v2> — U xrotv, AU = grad divy — rot rotv’
e,

1 1
DU ) 19 )
rotv = ar % BZ , gradf = 8'J:€T + r(?fgso + ai@
Uy TU, U, v

NAPOMENE: Izrada zadatka traje 90 minuta. Nije dozvoljena upotreba nikakve literature ni

elektronskih pomagala. ReSenja bez obrazlozenja i jasno definisanih oznaka NECE BITI PRE-
GLEDANA.
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DRUCGI KOLOKVIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA, 7. MAJ 2015.

1. (50 poena) Tenzor napona u tacki P u Dekartovim koordinatama reprezentovan je matricom

2 1 -1
P=c| 1 3 0 |,
-1 0 5

gde je o zadata konstanta. Izracunati vektor napona koji u tacki P deluje na povrsinu paralelnu
ravni GFCB, prikazanu na slici. Koliki je intenzitet tangencijalne komponente tog vektora napona?

AG=BY=CE=-DF=2

PG=FE=Dc=A8 =1 T " — ,
GE= PE=RC=AD= 3 c T = = -
b - ha‘ - o>
' o K ___________
N L 3y
e 2 LA '{
Xt
ZADATAK 4. EADATAY 2.

2. (50 poena) Stoksov fluid, dinamickog koeficijenta viskoznosti 7, stacionarno proti¢e kroz pro-
stor izmedu dve nepokretne beskonacno velike ravne paralelne ploce, usled postojanja konstantnog
gradijenta pritiska intenziteta K u pravcu paralelnom plocama. Rastojanje izmedu ploca iznosi a.
Smatrajuéi da zapreminske sile mogu da se zanemare, kao i da je strujanje laminarno, tako da moze
da se pretpostavi da se deli¢i kre¢u u pravcu gradijenta pritiska, pri ¢emu im brzina zavisi samo od
rastojanja od ploca, na¢i profil brzine u fluidu. Odrediti tenzor viskoznosti neposredno uz jednu od
ploca.

NAPOMENE: Izrada zadatka traje 90 minuta. Nije dozvoljena upotreba nikakve literature ni
elektronskih pomagala. ReSenja bez obrazlozenja i jasno definisanih oznaka NECE BITI PREGLE-
DANA.
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PETI DOMACI ZADATAK 1Z FIZIKE KONTINUUMA - 7. MAJ 2015.

1. (35 poena) Kompleksni potencijal koji opisuje dva linijska vrtloga u sistemu u kojem su centri
vrtloga nepokretni je

a) Nadi strujnu funkciju.

b) Odrediti polje brzine koje odgovara ovom proticanju.

2. (30 poena) Supstancijalna kontura C(t) definisana je sa
7= (Rcoss + Ratsins, Rsins,0), s € [0,2m).

a) Nadi polje brzine ¥ i odrediti tacke koje se nikad ne pomeraju. Skicirati kako se menja oblik

konture u vremenu.
I = 7{ - dl.
C(t)

Da li je zadovoljena Kelvinova teorema?

b) Izrac¢unati

3. (35 poena) Zadat je tok u fluidu u kome su sve zapreminske sile potencijalne:

¢ = bt {X cos (g(ewf - 1)) ~ Ysin (g(eat - 1))} 7
y = oot [y cos (%eat - 1)) + Xsin (%eat - 1))} ,

2 = Ze™.
Ovde su (z,y, z) Ojlerove i (XY, Z) Lagranzeve promenljive.
a) Naéi polje brzine ¥ i vrtoznosti &J.
b) Proveriti da li je fluid nestisljiv i da li je zadovoljena Helmholcova jednacina.

RESENJE

1. Kompleksni potencijal W(z) povezan je sa potencijalom brzine ® i strujnom funkcijom 1) na
slede¢i nacin

W =® 4+ iy,
paje ¢ =ImW.
a) Da bismo odredili imaginarni deo od W, posmatra¢emo svaki sabirak posebno.
il'z . lF(l’l + 1.1'2) . F(—1$1 + iL'Q) Iﬂ; Fa:l
dnd dnd 4rd dred’
il’ i’ ) il (%2
5 In(z—d) = 5 In(zy +izy — d) = 5 In <\/(x1 —d)?+a3-e zl—d)
Iy —Lln (#1 —d)? + 23 = —Lln ((z1 — d)* + 23)
2 2 47 270
il’ il’ ) il’ (T2
%ln(z +d) = Py In(zy +izy +d) = ﬁln (\/(xl +d)?2+a2%-e Iﬁd)

r r
%ln\/(x1+d)2+x%:Eln((xl—i-d)z—i-x%).



Stoga je strujna funkcija

¢ = ImW=-—"———1In((z1 —d)*+23) —i—%ln((:vl—l—df—i-xg)

b) Polje brzine mozemo da odredimo ili iz kompleksnog potencijala, ili pomoc¢u strujne funkcije.
Iz kompleksnog potencijala imamo da je

dw :
— = vy — ivs.
P 1 2
Posto je
awo_ ir i1 i1
dz 4dnd 2mz—d 2mz+d
B ir i d
 dmd o 22— d?
0 ild 1
 dwd o o} — 23+ 2immy, — d?

il ilda? — 22 — d® — 2ix 29

drd  w (23 + 235 — d?)?

7 | (22 + 23 — d?)?

4d (o7 + 23 — d?)?

iz ¢ega vidimo da je:

Ul:ﬂ(ﬂ:‘%—l—x%—d?)?’ 2= 7 \1d (22 4 a3 — d?)?

2. U pocetnom trenutku ¢ = 0, supstancijalna kontura je C(0)
7= (Rcoss, Rsins,0), s € [0,2m),
a to je jednacina kruga.

a) Polje brzine lako odredujemo
U= % = (Rasin s, 0,0).
Tacke koje se ne pomeraju imaju brzinu 0. To su tacke za koje je Rasins = 0 iz ¢ega vidimo
da je s = 0ili s = 7. To su dve tack na nasoj konturi (R,0,0) i (—R,0,0). Na osnovu polja
brzine, vidimo da se ovde pomeraju samo tacke u pravcu z ose, tako da imamo smicanje u tom
pravcu. Kontura u nekoliko razli¢itih trenutaka izgleda ovako

T2 Z2 Z2

- R —R/ —R/
o /R " /R o




b) Da bismo izracunali I' = ¢, ¥ d treba da nademo dl’

dl' = (—Rsin sds + Rat cos sds, R cos sds, 0),

tako da je
2
I = f v-dl = / Rasin s(—Rsin s + Rat cos s)ds = —R*ra.
c) 0

Kao sto vidimo, I' ne zavisi eksplicitno od vremena, tako da i ovaj primer pkazuje da je
zadovoljena Kelvinova teorema.

3. Polje brzine je:

dx
Vy = —
dt
a —Lot Q at : at
= ——e 2% | Xcos|—(e*—1)) =Ysin|—(e*—1)
«
—Lot at _: Q at at at
+e 2 [—XQe sin <—(e — 1)> — Y Qe cos (—(e - 1))}
a a
= —%x — Que™,
dy
v, = ——
Y dt
= Jesat [Y cos < (e — 1)) + X sin (—(eat - 1))]
2 «Q
femao [YQeat sin (—(eat - 1)> + X Qe™ cos (—(eat — 1))}
« a
= —%y + Que™,
dz
v, = —
dt
aZe™
= az
a) Polje brzine je
= o at a at
U= (—Ea: — Que™, —5Y + Qxe™, az),
dok je vrtoznost
& = —rot ¥ = Qe*ée,

b) Lako se vidi da je div ¥ = 0 §to znadci da je fluid nestisljiv. Helmoholcova jednacina za nestisljiv
fluid, u kome su sve zapreminske sile potencijalne glasi (videti formulu (7.5) u skriptama)

ac
d—‘j = (@ V)7
Vidimo da je

— = — + (7. V)& = afle™ée,,
dok je desna strana

(@ V)T = Qe“t@ﬁﬁ = Qe™ac,
z

tako da su leva i desna strana jednake, odnosno, Helmholzova jednacina je zadovoljena.



Sesti domaéi zadatak iz Fizike kontinuuma - 26. maj 2015.

1. (10 poena) U slucaju Kuetovog strujanja unutrasnji cilindar miruje, a spoljasnji rotira kon-
stantnom ugaonom brzinom (2. Polupreénik osnove unutrasnjeg cilindra jednak je R, a spoljasnjeg
R(1+«). Pretpostavljajuéi da je moment povrsinskih sila koji deluje na jedinicu duzine unutrasnjeg
cilindra oblika K (a)n?QPR¢, gde je K(a) bezdimenziona funkcija bezdimenzionog parametra a, a
1 dinamicki koeficijent viskoznosti, odrediti stepene a, b i c.

2. (20 poena) Usled raznih procesa koji se desavaju u Zemljinoj unutrasnjosti, srednja vrednost
intenziteta vektora ¢ gustine toplote na povrsini Zemlje iznosi: ¢, ~ 0.06WW m~2 iznad kontinenata,
odnosno ¢, ~ 0.1W m~?2 iznad vodenih povrsina. Smatrajuéi da ¢ ima radijalan pravac i uzimajuéi
u obzir da je srednji poluprecénik Zemlje R = 6371 km, kao i da kontinenti prekrivaju f ~ 29%
Zemljine povrSine, izracunati ukupnu koli¢inu toplote koju u jedinici vremena Zemlja izraci na
ovaj nacin. Uporediti dobijenu vrednost sa procenjenom svetskom potrosnjom energije u jedinici
vremena, koja iznosi 13 x 1012,

3. (70 poena) Stoksov fluid stacionarno struji u oblasti izmedu dva koaksijalna cilindra, polupre¢nika
aib (a < b). Unutrasnji cilindar rotira ugaonom brzinom w, a spoljasnji se krece u pravcu zajednicke
ose konstantnom brzinom U. Gustina fluida je p, koeficijent viskoznosti 7, a zapreminske sile se
mogu zanemariti. Pretpostavljajuéi da je brzina fluida oblika v = v,(r)e, +v.(r)e., gde su (1, ¢, 2)
cilindricne koordinate izabrane tako da se z osa poklapa sa osom cilindara, da pritisak zavisi samo
od rastojanja od ose: p = p(r), da vazi Furijeov zakon ¢ = —kgradT’, pri ¢emu temperatura zavisi
samo od r, kao i da je gustina unutrasnje energije linearna funkcija temperature: u = ¢T', gde su &
i ¢ konstante, formirati diferencijalnu jednacinu koju zadovoljava temperatura. Ako je temperatura
na unutrasnjem cilindru jednaka T, a na spoljasnjem Ty, naéi T'(r).

Resenje

1. Akosa L, M i T redom oznac¢imo jedinice za duzinu, masu i vreme, onda su jedinice za moment
sile po jedinici duzine LMT =2, za dinamicki koeficijent viskoznosti M L~1T~! a za ugaonu brzinu
T—!. Zamenom u pretpostavljeni izraz za moment povrsinskih sila i poredenjem stepena uz istu
osnovnu jedinicu dobijamo jednacine: 1 = c—a, 1 = a i —2 = —a — b, odakle direktno sledi
a=b=11ic=2, paje moment povrinskih sila oblika K (a)nQ2R?.

2. Uskladu sa definicijom vektora ¢, ukupna koli¢ina toplote koja u jedinici vremena prode kroz
Zemljinu povrsinu jednaka je

T 27w

d
d—cf = // qR?sin 0dfde = AT R*(fqr 4 (1 — f)qs) =~ 45 x 10"W
00

Sto je vise od tri puta vece od svetske potrosnje.

3. Zamenom pretpostavljenog oblika brzine u Stoksovu jednacinu i njenim projektovanjem na €, i
e, dobijaju se redom jednacine:

d /1d v d dv,
v <;5<T%>) =0 T (d> s @

1




iz kojih slede izrazi za v, i v.:

K
v@:Klr—i-%, v, =Cilnr+ Cj. (2)

Integracione konstante odreduju se iz grani¢nih uslova:

r=a v, =aw, v, =0, (3)
odnosno
r=>b v, =0, v,=U, (4)
tako da se kona¢no dobija
a? b? InZ
v¢:a2_62<1—ﬁ>wr, Uz:Ulnﬁ' (5)

U izrazima za elemente tenzora S brzine deformacije javljaju se parcijalni izvodi Dekartovih
komponenta brzine:

v =06 =—singu,(r), ve=10-€ =cospu,(r), vs=uv,(r), (6)

pa, imajuéi u vidu da je

or Oy sin ¢ or . Jdp  cosgp
_ = — — — _— = 7
0r, cose, 0r, r ' Oxs S, 0x9 ro (7)
nalazimo
Jvy  Ovy Or Ovy Op Ovy  siny vy
— =+ —— =cosp— — - (8)
0y Or Ory Oy 011 or r Op
i, sli¢no,
ouy . Jvy  cos p vy 0vy Ovy  sinp Ovy 0vy . Ovy  cos p Ovy
_— = —— — _— = _ [ — _— —— [ — 9
Oy SY * r Odp’  On ¥ By r Op’ Oy SN By + r Oy’ )
odnosno
(91)3 (9?)3 81)3 . 81}3 (10)
—— = COS (¢ —— —— =Sy —
0x; or Oxy Y or

a lako se vidi da je

8’(}1 81}2 8’03

Oxs a 0x3 B 0xs =0 (11)
Eksplicitnom zamenom izraza za izvode %’f i % u nadene izraze, a zatim u elemente S;; = %(g;’; +
glxi), dobija se matrica tenzora brzine deformacije
K2 522 Leospu)
S = —KQCO:'# —K2Sir:,# ssinpv), | . (12)
%cosgpv; %singpv; 0

gde je Ky = wa?b?/(V* — a?).



1z opste jednacine Koju zadovoljava gustina unutrasnje energije, uz pretpostavke date u formu-
laciji zadatka, sledi da temperatura zadovoljava jednacinu

AT = —2—”I&~82,
K

-2 2
AT:—Q—”<2A2+1—U—1>,

K ré 21n? % 72

odnosno

a kada se zameni i izraz za laplasijan u cilindricnim koordinatama dobija se eksplicitan oblik difer-
encijalne jednaéine koju zadovoljava temperatura:

Ld (L dmy . on(2KZ LU 1
rdr 7ﬂdr‘ FE r4 21n2%7’2 3

Resavanjem ove jednacine prvo sledi

d [ dT 2 (2K3 1 U° 1
— | r— —_ - L s X
dr \ dr K 73 21n? % r)’

a zatim

-

[ N

3

dT 2 (~F
’ ( 1112 7 r

o, h}r} Mg
xta e Ae
2 /

o for

i konacéno : :
n (—K% U?

T(r) = wianladn? b BeClp L Ky
e 72 21112% v

~

AP

menom graniénih uslova T'(a) = T, 1 T(b) = T, u dobijeni izraz za T'(r) dobijaju se vrednosti
racionih konstanata Ks 1 Ky: : :

11
Iz,xr\.\.:}

Al n f ,'2 a252 R _1_ T2 ln(abﬂ 3 .
= FD 5 7:7, + 5 EU.« Fans =+ 2[/ -————“m% J K T i{{ i i T} K22 «UQ Enz . \\E
S Int ! SO e ) D 31129) ‘

a b > g 5 a -




PRVI DOMACI ZADATAK 1Z FIZIKE KONTINUUMA - 13. MART 2014.

1. (25 poena) Polje brzine opisano je Ojlerovim metodom u Dekartovim koordinatama:
U =1 x €, + cos(at)ey, + sin(at)e.
Ovde je a konstanta razlicita od +1 (a = const # £1).
a) Nadéi jednacine strujnih linija.

b) Odrediti jednacinu trajektorije ¢estice koja se u pocetnom trenutku ¢ = 0 nalazila u tacki
(X,Y,2).
c) Razmotrite specijalan sluc¢aj a = 0. Prokomentarisite da li u tom slu¢aju postoji razlika izmedu

strujnih linija i trajektorija cestica. Zasto? Da li ta razlika postoji kada je a # 07 Obrazlozite.

2. (25 poena) Odredite konstante a, b i ¢ tako da brzina

- 1 - - .
U= m [(x + ar)é, + (y+ br)e, + (z + cr)es],

zadovoljava jednacinu kontinuiteta.
3. (25 poena) Polje brzine u dvodimenzionalnom, nestisljivom fluidu je dato sa:
v, =4y, v, = a(z® —y?).
a) Odredite parametar «.
b) Naéi polje ubrzanja.
¢) Odredite strujnu funkciju za ovo kretanje ¢(x,y).
)

d) Izracunati vektor vrtloznosti.

4. (25 poena) Polje brzine linijskog izvora u cilindri¢nim koordinatama je

N m
U= —¢,.
2rr

Odredite:

a) vektor brzine u Dekatrovim koordinatama.
b) tenzor brzine deformacije.

c¢) zapreminski protok kroz valjak visine H i poluprecnika R ¢ija se osa poklapa za z-osom.

RESENJA
1. Dato polje brzine ima komponente v, = 0, v, = z + cosat i v, = —y + sin at.
a) Jednacine strujnih linija su
% dy dz

0 z+cosat —y +sinat’
Iz prve jednacine zakljucujemo da je x = (4, Sto predstavlja jednac¢inu ravni. U toj ravni,
strujna linija je odredena uslovom (—y + sinat)dy = (z + cosat)dz, iz Cega se integraciom
dobija
y?> + 22 — 2ysinat + 2z cosat = Cs.
Ovde je (5 neodredena konstanta. Ova jednacina predstavlja vremenski promenljive kruzne
linije.



b) Jednacine kretanja su:

o W sar, & + sinat
— =0, — =z+cosat, — =-— sin at.
dt dt ar Y
Iz prve odmah dobijamo da je x = X, dok preostale dve ¢ine sistem. Ako drugu jednacinu
diferencirmao po vremenu i potom iskoristimo trec¢u jednacinu, dobijamo
d2y
— 4+ vy =(1—a)sinat.
gz T v = )
Resenje ove jednacine je zbir resenja homogene jednacine i partikalnog resenja y = yn + vp.
Posto je homogena jednacina djt%h +1, = 0, njeno resenje je y, = Dy sint+ Dy cost. Partikularno
reSenje trazimo u obliku y, = Esinat. Kada se ubaci ovo pretpostavljeno reSenje, dobijamo
da je konstanta E = 1%@ Dakle, dobili smo da je

1
y = Dysint + Dycost + sin at.
1+a
Iz jednacine % = 2z + cosat sledi da je
dy t = Dy cost — Dysint t
z=— —cosat = Dycost — Dysint — cos at.
dt ! ? l+a

Konstante Dy i Dy odredujemo iz pocetnih uslova y(t = 0) = Y i z(t = 0) = Z, tako da je
konacno
=X,

sin at,

1 1
=|Z+ ——)sint+ Y cost
Y ( —i—1+a)sm + Y cos +1

=@

cos at.

1 1
z=|Z+ cost — Ysint —
1+a 1+ a

c¢) U specijalanom sluéaju a = 0 nemamo vremenske zavisnosti u jedna¢inama kretanja. Strujne
linije su tad stacionarne kruznice u Oyz-ravni i poklapaju se sa trajektorijama cestica y? +
(z — 1)? = const . Dakle, u tom slucaju ne postoji razlika izmedu strujnih linija i trajektorija
Cestica, jer je kretanje stacionarno. Kada je a # 0 kreanje je nestacionarno i kao sto smo videli,
trajektorije i strujne linije se ne poklapaju.

2. Uslov nestisljivosti fluida je div 7 = 0, odnosno

% + % + v,
oxr Oy 0Oz

Posto je r = /2?2 + y? + 22 lako se nalazi da je

or _ v _r Oy o=
or a2 +y2+22 1 Oy v 0z 1’
pa je onda
ov, 0 [w+ar ]| 1+ t(otar) |- x B 1
or Oz |r(x+7r)] r(x+r) rae+r) r2(z+4+r)]’




z

ov. 0 z+cr_1—|—%+(+)_ z
0z Oz [r(x+r)]  rlx+r) =T r3x+r) ri(z+r)?

Nakon malo sredivanja dobijamo da je
(r—x)(1—a)—by —cz

divv =
iv U (ot

)

i da bi ovaj poslednji izraz bio jednak 0, neophodno je i dovoljno da bude

3. Posto je fluid nestisljiv imamo da je divv = 0.

a) Parametar a odredujemo iz uslova nestisljivosti:

ov, Ov
divi=—"+ 2L =4y —2ay=0
v Oy + ay Y Qy ,

pa je
a=2.
Polje brzine je
v, = 4dzy, v, = 2(2* — ).
b) Polje ubrzanja odredujemo iz
a—)
i= a—: (@ V)7,

Sto nakon kraceg racuna daje:
a = 8x(z* + y*)é, + Sy(z® + y*)é,.

Strujna funkciju 1 (z, y) zadovoljava

pa je u nasem slucaju
o o 2 9
7Y ) Yo
iz cega se dobija
2, 2

d) Vektor vrtloznosti je
1 1
W=—-rot?v = 552(413 —4z) = 0.

4. Polje brzine linijskog izvora u cilindri¢nim koordinatama je



a) U Dekatrovim koordinatama, ovo polje brzine ima oblik

m T m .%'151 + .1'252

U= g——=5-"—>3 2
2nrr 2w xf + 25
pa je
m I m i)
VN=———>=, Ug=——F——.
2 23 + 2%’ 21 22 + a3

b) Nenulti izvodi komponenti brzina po koordinatama su

ovy  m a3 —at Qv m 2wy,
Ory 21 (34232 Oxzo 27 (2F + 23)?
%:_m 22129 Gvgzﬁ 2?2 — 13
04 21 (23 + 23)?’  Oxy 2w (23 4 23)?

Tenzor brzine deformacije ima komponente, S;; = %(% + B—ZJ) pa je
J [

2 2
x5 —x7 —2x1709 0
m 1 2 1 L7

S=——+——— | 22129 22—-22 0
27 (22 + 23)2 0 ! 0 2 0

c¢) Zapreminski protok kroz valjak visine H i poluprecnika R ¢ija se osa poklapa za z-osom jednak
je integralu
. 2w H m
F= / v-dS = / / ——eé, Rdpdze,.,
S 0 0 27TR

F=mH.

tako da je konac¢no



Prvi koLOKvVIJUM 1z FIZIKE KONTINUUMA
3. APRIL 2014.

Polje brzine koje opisuje strujanje fluida dato je u Dekartovim koordinatama:
T1T2

@+ AP

I A

T+ B

vy = —dury(x] + 25) + B

vy = duzy (2?2 + 22) +

’U3:O.

Ovde su u i B poznate konstante.

1) Naéi strujnu funkeiju ¢ (zq, x2).

3) Na osnovu dela zadatka pod 2) naéi polje brzine u polarnim koordinatama.

)

2) Napisati kako strujna funkcija izgleda u polarnim koordinatama ¢ (r, ¢).
)
)

4) Pokazati da je fluid nestisljiv.

U ovom delu zadatka polje brzine je jednostavnije, jer je 5 = 0.
5) Nadi tenzor brzine deformacije.
6) Odrediti polje ubrzanja a.
7) Odrediti vektor vrtloznosti &J.
)

8) Naci cirkulaciju brzine po kruznoj konturi 2% + r3 = 4a?.

KORISNE FORMULE:
10(rv,) N 10v, Ov,

leU:; or r8g0+8z’
gradf = of 18—f€ 8—fé’z.

o T Tas T bz
RESENJA:

1) (21, x2) = u(a? +23)* + 5%-

2) (r, o) = ur* + Bcos .

3) vy =pBEE y, = dur®

4) Lako se vidi da je dive = 0.

—8uriry  du(r? —23) 0
5) S = 4u(z?—23) Surry 0
0

0 0
6) a= —16u2(a:1€'1 + .73282).
7) & = 8u(x? + x3)és.

8) I' = 128rua’.

(15b)

(5b)

(10b)

(10b)

(20b)

(15b)

(10b)

(15b)



Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 10. april 2014.

1. (25 poena) Stabilnost hidrocentrale zavise od oblika brane. Ispita¢emo dve vrste brane: ”pravo-
ugaonu” i "trougaonu”. Presek pravougaone brane je pravougaonik, a presek trougaone je trougao
(logi¢no, zar ne). Obe brane su izgradene od iste koli¢ine materijala i imaju jednake visine (Sto znaci
da je osnova trougaone brane dva puta veéa). Do rusenja brane dolazi kad moment hidrostaticke
sile u odnosu na tacku osnove 7' postane veci od neke kritiéne vrednosti. Ovde ¢emo ispitatati koja
brana ce da izdrzi visi nivo vode. U tu svrhu, izracunajte odnos momenta hidrostaticke sile u odnosu
na tacku 7' za trougaonu i pravougaonu branu kad je nivo popunjenosti akumulacionih jezera 0.5h i
0.9h koristeci veli¢ine koje su definisane na slici 1.

2. (25 poena) Tenzor napona u nekoj sredini reprezentovan je matricom

T1T2 0 —X2X3
P = 0 —T1T2 T1T3
—Tox3 T1T3 0

a) Pokazati da su deli¢i ovog fluida u ravnotezi ako nema zapreminskih sila.

b) Izrac¢unati moment povrsinskih sila koji deluje na poluloptu s centrom u koordinatnom pocetku,
poluprecnika r = 2 koja se nalazi iznad ravni z3 = 0.

3. (50 poena) Businesk je 1868. razmotrio proticanje Navije-Stoksovog fluida kroz trougaoni pre-
sek koje ¢emo i mi posmatrati u ovom zadatku. Pretpostavimo da fluid gustine p i koeficijenta
viskoznosti 7 stacionarno i laminarno protice van polja zapreminskih sila, usled postojanja kon-
stantnog gradijentna pritiska u pravcu x-ose (Op/dx = —P). Cev je beskona¢na trougaona prizma,

¢iji je presek trougao prikazan na slici 2. Zbog granicnih uslova pretpostavi¢emo da je brzina oblika
U= K(y—h)(y —az)(y — b2)é;.

a) Direktnom zamenom pretpostavljenog oblika brzine u Navije-Stoksovu jedna¢inu naéi kon-
stante K, a ib.

b) Odrediti masu fluida koji u jedinici vremena protekne kroz trougao cevi koji se nalazi u ravni
xz=0.

¢) Izracunati silu viskoznosti kojom fluid deluje na jedinicu duzine cevi.

z
h
b

Slika 1 Slika 2

Resenje

1. Oznacimo da H visinu nivoa vode u vestackom jezeru. Koordinatni pocetak stavljamo u tacku
T, vertikalna osa y je usmerena nagore, z-osa je normalna na ravan crteza, a x-osa je normalna sa
ostalim osama i sve zajedno ¢ine desni triedar. Hidrostaticki pritisak zavisi od dubine vode (H —y),
tako da je p(y) = po+pg(H —vy). Razmotrimo najpre " pravougaonu” branu. Jednacina granine povrsi



brane i vode je x = —a, pa je ort normale na grani¢nu povrs 7, = €,. Elementarna povrs brane je
dydz, tako da je sila kojom voda deluje na tu infinitezimalnu povrsinu jednaka dF, = p(y)dydzé,,
dok je moment sile u odnosu na tacku 7'

de =7 X dﬁp = (—ae€, + ye,) X e;p(y)dydz.

Da bismo nasli ukupan moment impulsa u odnosu na tacku 7', potrebno je da prointegralimo po y
od 0 do H (to je visina vode u jezeru) i po z od —L/2 do L/2, gde je L sirina brane (obe brane
imaju istu Sirinu i vide¢emo da se u trazenom odnosu momenata impulsa ova dimenzija krati).

H2
/ / y)dydze, = M, = o (3po + pgH) L.
L
3

Kod trougaone brane koordinatni pocetak smestamo u tacku 7', a koordinatne ose su usmerene kao
u prvom sluc¢aju. Jednacina granicne povrsi u ovom slucaju je y = ga: + 2h ili u implicitnoj formi
Yy — %x — 2h = 0. Ort normale je

. grad f  he, — ae,

T eradf] VA2 ra®

Element povrsme ”trougaone” brane je dldz, gde je | = y ¥ +a duzina od podnozja brane do visine
y, pa je dl = ¥+a- +“ YIS dy. Stoga je

he, — ae, vV H? + a?

dF; = p(y)dydz

dydz.

Polozaj tacke na grani¢noj povrsi je

iz ¢ega sledi da je

th = f’xdﬁ;: fy—2a y 0 |p(y)

2a? VH>+a* H? + a2 .

Intergacija po y i z ima iste granice kao kod pravougaone brane, tako da je konacno

VH*+a® L
V2 + a2 6h

Sad se lako nalaze trazeni odnos za zadate nivoe vode u jezeru:

2po+pgH
M, _ [H+a Ga®hsb % — H(2a? + h?)
M, Vi2t+a Hh ‘

Posto su brane visoke nekoliko desetina metara, onda je pg < pgH, pa se prethodni izraz dodatno

pojednostavljuje
M,  |H?+ a?6a’h — H(2a* 4+ h?)
M, \ h%+a? H?h '

Primetimo da postoji nivo vode u jezeru kada je gornji izraz 0 (jer je M; = 0). Tada je H =
Kada je popunjenost jezera H = 0.5h imamo da je

_[0.25R% 4 a? 6a® — 0.5(2a* 4 h?)
osn Vo hr4a? 0.25h? '

M, = (6a*h(2po + pgH) — H(2a* + 1*)(3py + pgH)) .

6a2h
2a24-h2 "

M,

M,




Ako je visok nivo vode u jezeru H = 0.9h onda je

M, _[0.81h% 4 a% 6a® — 0.9(2a* 4 h?)
Mylye, V  Rh%+a? 0.81h? '

2. Ako su delié¢i u ravnotezi onda je njihovo ubrzanJe jednako nuli, pa iz osnovne jednac¢ine dinamike
za kontinualnu sredinu dobijamo da je 0 = f + = VP

a) Posto nema zapreminskih sila f = 0, deli¢i ¢e biti u ravnotezi ako je VP = 0. Posto je po
definiciji divergencije tenzora

T1X2 0 —T9X3
divP = E le(Pé;)é; =div 0 51 + div —X1X2 52 + div T1T3 63 = 0,
i=1 —T2X3 T1T3 0

zakljucujemo da su deli¢i zaista u ravnotezi.

b) Moment sile na poluloptu éemo izracunati kao moment sile na kupolu (gornju polovinu lopte)
i osnovu (koja je kruznog oblika). Element povrsine kupole je dS = R?sin6dfdyp, dok je ort
normale €,. Povrsinska sila na deli¢ kupole je

dF, = 75 )R? sin Odedgo
xlxg —ToT3 sin 0 cos ¢
= —T1Ty  T1T3 sinfsiny | R?sin 6dfdy
—XoX3 xlxg 0 cos
T .Tl
= —xq (23 — x3) Rsin 0dfde,
0

pri ¢emu smo zamenili sin @ cos p = x1 /R, sinfsin g = x9/R i cosf = x3/R i izmnozili matricu
s vekorom. Moment impulsa na uoceni deli¢ jednak je

dM, = 7x dF,

51 52 53
= x1/R Q/R x3/R | Rsin6dfdy
wo(w} — x3) —ai(23 —23) 0
xlxi’»(% - x3)
= Toxs3(xd — 22) sin #dfdy

x%x% - $1(2$2 - x?,))

cos 6 cos p(sin? O sin? ¢ — cos? 0)
= cos 0 sin ¢ (sin? 0 cos? p — cos?0) | R*sin”® #dfd.
cos? § — 2 cos? psin? ¢
Kada integralimo, dobijamo
B cos 6 cos p(sin? f sin? ¢ — cos? #)
M, = / / cos 0 sin ¢(sin? 0 cos? p — cos?f) | R*sin® §dfdp = 0.
o Jo cos? ) — 2cos? psin?

Lako se vidi da su svi integrali po ¢ jednaki 0.

Element povrsine osnove polulopte denisane u zadatku jednak je dS = rdrdyp, gde je r rasto-
janje od koordinatnog pocetka u ravni Ox1xs, a ort normale na tu povrsinu je 7 = €3, tako da
je povrsinska sila na deli¢ osnove polulopte jednaka:

o)
dF, = —(Pes)rdrdp =3 | —x; | rdrde =0
0



jer je x3 = 0. Zbog toga je i moment sile na osnovu nula, tako da je i ukupni moment na
poluloptu 0.

3. Pretpostavljeni oblik brzine je oblika ¥ = v(y, 2)€,. Posto nemamo zapreminskih sila, a gradijent
pritiska deluje u pravcu z-ose (dp/dxr = —P), Navije-Stoksova (NS) jednacina u pravcu x-ose se
svodi na

ov  Ov
O—P—l—n(a 82)

dok se duz ostala dva pravca svodi na identitet 0 = 0.

a) Zamenom pretpostavljenog oblika resenja v = K(y—h)(y—az)(y—>bz) u NS jedna¢inu dobijamo
—P =nK((6 + 2ab)y — 2(a + b)z — 2h(1 + ab)). (1)

Oznac¢imo desnu stranu ove jednakosti sa f(y, z). Da bi ona bila jednaka levoj strani (koja je
konstanta), parcijalni izvodi g—i i % treba da budu jednaki 0. Iz toga sledi da je

6+20b=0ANa+b=0=b=—-aAa®=3=a==+V3b=7FV3.

Drugi rezon je da koeficijenti uz y i z treba da budu jednaki 0, jer je desna strana jednaka
levoj, a to znaci da je konstantna. Iz toga se dobijaju isti uslovi i isto resenje. Dva resenja koja
smo dobili su ekvivalentna, jer u pretpostavljenom obliku brzine mozemo da zamenimo a i b,
tako da ¢emo izabrati npr. da je a = v/3 i b = —/3. Kad taj uslov ubacimo u (1), dobijamo
da je

P
 dnh’
Konaéno mozemo da napisemo da je Businskovo polje brzine:
P
= —— h -3
V== B - 32

b) Masa fluida koji u jedinici vremena protekne kroz trougao cevi koji se nalazi u ravni x = 0

jednaka je
Q:p/ﬁdgzp/vdydz.

Presek cevi kroz koju prolazi fluid je jednakostranican trougao stranice h%g. Da bismo inte-
gralili po tom trouglu potrebno ga je blize definisati. Nas trougao je skup tacaka takvih da
jeT ={(y,2)| — f <z< \[ 0 <y < h}. Ovde smo fiksirali y i videli u kojim granicama se
kre¢e z kada smo na trouglu, a potom smo videli u kojim granicama ide parametar y. Protok

je:
v/v3 Pph?
= / / (y — h)( 32)dz:£ pr
“inh 180 7

¢) Da bismo nasli silu viskoznosti potrebno ja da najpre odredimo tenzor viskoznosti, koji u ovom
slucaju ima oblik P’ = 2nS. Za dato polje brzine imamo da su nenulti ¢lanovi samo:

_16'0_K 2 2 181)__ _
S =55, = 7 B0 =2 = 2hy). Siw=gom = —8Kz(y—h).

Na grani¢noj ravni y = h tenzor viskoznosti je
R 0 h?—32%2 0
P’ =nK | h?-322 0 0
v=h 0 0 0



Sila viskoznosti na deli¢ graniéne povrsine je
dF, = P'é,dxdz,

a na jedinicu grani¢ne povrsine onda deluje sila

A KR
= nK@/ dx/ dz(h? — 32%) = n—\/ge}.
y= 0 -

F,
h/V/3 9

Na svaku od ostalih grani¢nih povrsina deluje ista sila. To se moze videti iz simetrije (proticanje
je laminarno, a slojevi su jednakostranicni trouglovi, tako da je viskozna sila na svaku od
stranica jednaka), a moze se pokazati i eksplicitnim rac¢unom. Zato je ukupna viskozna sila tri
puta veca od ove koja deluje na jednu grani¢nu povrs, tako da kona¢no imamo

L AnKh3V3 Ph?V/3
Fv - Tel, - — 3 €x.




PRVI KOLOKVIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA — DRUGI POKUSAJ , 21. MAJ 2013.

Polje brzine u fluidu u cilindriénim koordinatama (7, i, z) ima oblik
- o
U= Kr—e,,
gde je K data konstanta.
1. (10 poena) Pokazati da je fluid nestigljiv.
2. (15 poena) Izraziti ¥ u Dekartoviin koordinatama.
3. (15 poena) Odrediti tenzor brzine deformacije.
(15 poena) Odrediti strujnu funkciju u Dekartovim i cilindri¢nim koordinatama.

5. (15 poena) Nadci vektor vrtloznosti &3 u Dekartovim koordinatama i odrediti vrtloznu liniju
koja prolazi kroz tacku (zy = 1,20 == 1. 23 = 0).

6. (15 poena) Nadi relativnu promenu duzine supstancijalne duzi %(é’l +€5)ds u jedinici vremena.

=~

(15 poena) Naéi polje ubrzanja d u Dekartovim koordinatama.

Korisne formule u cilindri¢nim koordinatama

— \ =

Za U= v.(7, 0, 2)& + v,(r, 0, 2)€, + v.(1, @, 2)&, 1 f(r, ¢, 2):

1= —
_er ep —(’7 Al o ‘ < ~
T 1 y
. 8 o o e O 1of .  Of . . 10(rv,)  10v, Ouv,
rotv =1 = = 5 |. radf = ——c, + ——=—€, + =—€., dive = — = 4
or 9 02 grad) = = rog ¥ 9z r o or rdp Oz

Element linije: d7 = dré, + rdpé, -+ dze,

NAPOMENE: Izradazadatka traje 90 minuta. Nije dozvoljena upotreba nikakve literature. Resenja
bez obrazlozenja i jasno definisanih oznalia NECE BITI PREGLEDANA.
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Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 16. april 2013.

1. (20 poena) Na jednom zidu bazena ¢ija je dubina 3m, na rastojanju 2, 5m od dna bazena, nalazi
se Sarka o koju je okacen Stap linijske duzine A = 3,3kg/m i debljine 50 cm?. Sarka ogranicava
kretanje stapa tako da on moze da se kre¢e samo u ravni koja je normalna na zid na kome se nalazi
Sarka. U pocetku je bazen prazan. Tada stap visi duz vertikale i dodiruje dno bazena. Potom se u
bazen sipa ulje gustine p = 900kg/m3. Kako se menja ugao izmedu $tapa i zida u funkciji od visine
ulja u bazenu 6(h)?

N
N\ h

2. (30 poena) Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti 1 stacionarno protice izmedu dve
beskonacne ploce od kojih donja ploca miruje, a gornja se krec¢e konstanom brzinom V u svojoj
ravni. Rastojanje izmedu ploca je 2a. Zapreminske sile zanemarite, ali pretpostavite da postoji
konstantan gradijent pritiska koji je paralelan sa vektorom brzine gornje ploce i njegov intenzitet
je jednak K. Odredite profil brzine unutar fluida i nadite pod kojim uslovima maksimalna brzina
fluida nije neposredno uz pokretnu plocu.

3. (50 poena) Stoksov fluid stacionarno struji u oblasti izmedu dva koaksijalna cilindra, polupre¢nika
aib gde je (a < b). Spoljasnji cilindar rotira ugaonom brzinom w, a unutradnji se kreé¢e u pravcu
zajednicke z-ose konstantnom brzinom V. Gustina fluida je p, koecijent viskoznosti 7, a zapreminske
sile se mogu zanemariti.

a) Pretpostavljajuéi da je brzina fluida oblika v = v,(r)e, + v,(r)€, , gde su (r, ¢, z) cilindricne
koordinate izabrane tako da se z-osa poklapa sa osom cilindara, kao i da pritisak zavisi samo
od rastojanja od ose: p = p(r), resiti Stoksovu jednacinu, tj. naci v, i v,.

b) Izracunati silu viskoznosti kojom fluid deluje na jedinicu duzine spoljasnjeg cilindra.

¢) Izracunati moment viskoznih sila (u odnosu na neku tacku na osi cilindara) koji deluje na
jediniénu duzinu unutrasnjeg cilindra.

Resenje

1. Ugao izmedu stapa i vertikalnog zida bazena moze da se dobije na osnovu razmatranja momenata
sile koji deluju na Stap. Posto na Stap kada je uronjen u tecnost deluju tri sile (interakcija sa
sarkom, sila teze i sila potiska), ako momente racunamo u odnosu na Sarku, imamo da je kretanja
Stapa odredeno delovanjem dva momenta: sile teze i potiska. Obe ove sile deluju u vertikalnom
pravcu u suprotnim smerovima, pa su im i momenti suprotni. Kada su ti momenti jednaki po
inetnzitetu, stap miruje.

Krak sile teze je na polovini Stapa [/2, pa je

l l
M, = mg; sinf) = )\lg§ sin 6,

gde je 6 ugao izmedu Stapa i vertikale.
Ako sa z oznacimo deo Stapa koji nije uronjen u tec¢nost, kada je h dubina te¢nosti, imamo da je

éo_she Krak sile potiska je na rastojanju HT” od sarke pa je moment potiska

xr =

sin 6.

[+
M, = pg(l — z)S



Uslov ravnoteze se svodi na M, = M,,, odnosno

12 2 _ .2
)\Egsinﬁ = pgS

sin 6.

Ako je 6 # 0 gornja jednakost se svodi na

/ A
=l/1——
X pS,

1 -
1-—

odnosno, veza ugla i visine je

l

cosf = h
pS

Ova avisnost zazi za h € (0,1). Kada je h = [ imamo da je §# = w/2. Kako se ulje dosipa u bazen,
Sta se vise ne pomera. Dakle, imamo da je trazena zavisnost:

0, h=0
s
L he (0,

e(h) — arccos \/: ,
pS
3

, h>1

2. Navije-Stoksova (NS) jednacina glasi

ov - 1 v

— +(U-V)u=f— —gradp+ —Av.

5 T V)U=] Seradpt =

Ako z-osu postavimo tako da je ona paralelna sa ravnima koje ogranicavaju fluid, nalazi se u ravni
koja je jednako udaljena od grani¢nih ravni i ima smer brzine gornje ploce, dok je y-osa normalna
na grani¢ne ravni, onda na osnovu simetrije problema mozeo pretpostaviti da je polje brzine oblika
U =wv(y)é,. U tom slucaju x komponenta NS jednacine se svodi na:

0= K+ v d2v
B pdy?’

iz cega se posle dve integracije dobija
K
v=—y*+ Ay + B.
2v
Konstante A i B nalazimo na osnovu garanic¢nih uslova
zay=—a:v(—a)=0 izay=a:v(a)="V,
tako da dobijamo
Vv K Vv
v

2 VB
5 y+ oo

v 27 " 2

Uslov da na gornjoj plo¢i nije maksimalna brzina znaci da je —; < 0, iz cega sledi trazeni uslov
y=a

V2
K< ——
202"
3. Kretanje fluida opisano je NS jednac¢inom
ov | v
— 4+ (V- V)u= —gradp + —Av.
5 T V)T=f— Seradp+ -



a)

Polaze¢i od pretpostavljenog oblika brzine fluida v = v, (r)e, +v.(r)e., projekcije NS jednacine
na €, i e,
d /1d v d du,
< =0 =0
Yar (7" dr (TU“O)) ©ordr (T dr ) ’

K
v¢:K1r+—2, v, =CiInr + C,.
r

iz cega se dobija:

Konstante odredujemo na osnovu grani¢nih uslova:
zar=a: v,=01iv,=1V;

zar=>b: wv,=bwiv, =0,

iz cega se dobija:

b? a? In +
T=———wr|l—-—|é&,+V—Le.
b — a? < 7"2> ot In ¢
Silu viskoznosti odredi¢emo na osnovu tenzora viskoznosti koji je jednak P’ = 2nS gde je
Si; = (g;’z + 8U7) Da bismo odredili tenzor viskoznosti, potrebno je da nademo komponente
brzine u Dekartovim koordinatama:
V] =U-€ = —sinpu,, Uy =1U"-E = CoSPU,, Us="1,.
Tako je npr.
Ovi  Ovy Or Oy 8(,0 ~ os Ovy  sinp duy
dr1  Or Oz, Op Oxy (paxl r O0p’
Posto je

o . K,
E?Z‘MWQG‘E)

0 K.
- —Cos (K17“+ —2) ;
Op r
pa imamo da je
vy 9 qi 2
— = —2sinpcos p—
oy PSP r2

Na slican nac¢in se nalaze i ostali ¢lanovi, pa je konac¢no

K sin 2 g K congo

10
2 2 164 Y
S=| K>, cos 2¢ K,sin2e Zotsing
1 C C
=L cosgo oS sm<p 0
cos
Posto je ort normale na spoljasnji cilindar 7 = €, = | sing |, imamo da je vektor viskoznog
0
napona:
Ky™5% 2o _[,c082¢ %% cos COS ¢ —% sin @
D/ _ cos 2<,0 sin 2¢ 1C ; _ Ko
Pz = 2n : g(Q 1[22 - Sobsing sing | =2n o 1cgs %
1 221 ¢ = 1
3ohcosp  s=bsing 0 b 0 57

Sila viskoznosti se dobija integracijom prethodnog izraza

L, e B} Comv
F' = /0 /0 bdedzP.. = 2mnChe. = ln—ngez.



¢) Moment viskozne sile na deli¢ spoljasnjeg cilindra jednak je

AM' = 7 x dF' = (bé, + 2¢.) x P,

= bdpdz.

Nakon integracije se dobija:
272
a*b
b? — a?

—

€.

M' = 41



Druct koLOKVIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA, 21. MAJ 2013.

Dva sloja razli¢itih Stoksovih teénosti, u homogenom gravitacionom polju § = —ge,, stacionarno proticu
izmedu dve beskona¢ne horizontalne ploce, od kojih gornja miruje, a donja se kreé¢e konstantnom brzinom
U = vg€; u svojoj ravni. Pretpostavljajuéi da se slojevi te¢nosti ne mesaju, da je grani¢na ravan izmedu njih
paralelna plocama, kao i da postoji konstantan gradijent pritiska u pravcu strujanja fluida gradp = Keé,,
nadi profil brzine.

-
Q

P2, 72 gradp

-
U

Uzeti da su gustine i koeficijenti viskoznosti te¢nosti: py i 1 za gornji sloj, p2 i 12 za donji sloj, kao i da
su debljine slojeva jednake i iznose b = const.

Resenje

Na osnovu simetrije sistema mozemo da zaklju¢imo da je polje brzine oblika ¥ = v(z)é,, pa se Stoksova

jednacina u oblastima ¢ = 1,2 svodi na
K d2o@

v; dz?2 "’

odakle se dobija brzina u prvoj i drugoj oblasti

K K
oW = —— 224+ Az + By, v® =——224 Ayz + By,
2m 2m2

Cetiri nepoznate konstante odredujemo iz ¢etiri grani¢na uslova:

v@(=a) = vy, v@(0)=0D(0), vW(a)=0, PP & =-PB| (=&,

z=0 z=0

koji se svode na cetiri jednacine, ¢ijim se reSavanjem dobijaju vrednosti konstanti:

A1 ﬁb . Vo Al Kb Vo

=5 D)

72

By = By =

:—+77 )
27’]2 b<1_:]]_i> 1—2—;

pa je konacno

KZ2+ ﬁ‘i_ (’UO ) Z+1ij—0n_17 26(_ba0)

T 2 2 n
2 2 b 1*% n2
v =
__K 2 Kb _ vo _Yo
si? T | 2, b(l—"—l> z—l—lf%, z € (0,b)
n2



TRECI DOMACI ZADATAK 1Z FIZIKE KONTINUUMA, 23. MAJ 2013.
1. (50 poena) Dvodimenzionalni mlaz nestisljivog idealnog fluida stacionarno iz beskonaé¢nosti struji prema évrstom
nepokretnom zidu z2 = 0, na kome je napravljena ’polucilindri¢na’ izbo¢ina polupreénika a (vidi sliku).

X,

N

(a) Smatrajuéi da je ovakvo kretanje potencijalno, pri ¢emu je potencijal oblika ® = F(r) cos 2¢p, resavanjem Lapla-
sove jednacine naéi ®. Ovde su 7 i ¢ polarne koordinate, a poznato je da je na jako velikim rastojanjima od zida
potencijal oblika A(z% — z3), gde je A zadata konstanta.

(b) Nadi kompleksni potencijal W(z) = ® + i), gde je 1 strujna funkcija (U = rot(yes)).

(¢) Zanemarujuéi zapreminske sile i uzimajuéi da je pritisak u tacki (x1 = 0,22 = a, 23 = 0) jednak pg, izracunati
silu koja deluje na deo polucilindra izmedu ravni x3 =01 z3 = L.

2. (30 poena) Na predavanjima je u lekciji Difuzija vrtloga pokazano da polje brzine koje u pocetnom trenutku

(t = 0) u Stoksovom fluidu ima oblik

(Ft=0)= &
Tt = _27rre“0’

<

gde su r i ¢ polarne koordinate, u proizvoljnom trenutku ¢ ima oblik:

T 2
5 t :7(1_ —r /(4ut))—o ’
(7, ) Sy e €y
gde je v kinematicki koeficijent viskoznosti fluida.

(a) Eksplicitnim ra¢unom pokazati da vektor vrtloznosti & zadovoljava uopstenu Helmholcovu jednacinu

da 1 -

di: — (@ V)T = rotf + vAG.
Uzeti da je jedina zapreminska sila koja deluje na fluid gravitaciona sila.
(b) Pokazati da pritisak p(r, z, t) moze da se predstavi u obliku

p(r,2,t) = " <7’2) +G(2),

©327n2ut 4ut

gde je p gustina fluida, a funkcija F' ima oblik

F(n):/d—g(l—e_")g.

Ui

Kakav oblik ima funkcija G(z)?
3. (20 poena) U idealnom fluidu uspostavljeno je polje brzine, koje u sfernim koordinatama (r, 6, ¢) ima oblik

Fo

7= ——=é,
drr2 ™"

gde je F' zadata konstanta. Pretpostavljajuéi da je temperatura funkcija samo rastojanja od koordinatnog pocetka,
T = T(r), da vazi Furijeov zakon provodenja toplote § = —kgradT, kao i da je gustina unutrasnje energije linearna
funkcija temperature, u = T, sastaviti diferencijalnu jedna¢inu koju zadovoljava T'(r). Smatrati da su koeficijenti x
ic, kao i gustina fluida p, zadati.



RESENJA

1. (a) Zamenom pretpostavljenog oblika potencijala u Laplasovu jedna¢inu dobija se jednacina

1 4
cos 2¢ (T(F' +rF") — 7"2F> =0, (1)

koja, nakon deljenja sa cos 2y i mnozenja sa r? dobija oblik jednacine
r?F" +rF —4F =0, (2)
¢ije resenje se trazi u obliku F(r) = Cr™. Posto je F/ = Cnr"~1 i F” = Cn(n — 1)r"~2, iz poslednje jednacine sledi
Cr*(n* —4) =0, (3)
Sto je zadovoljeno za svako 7 jedino ako je izraz u zagradi jednak nuli, tj. ako je n = 2. To znaéi da je
F(r) = Cir? + Cor2, (4)

gde konstante C7 i Cy odredujemo iz grani¢nog uslova na povrSini izbo¢ine r = a, gde je normalna komponenta
brzine jednaka nuli, i iz uslova u beskonacnosti, gde je ® = A(z? — 22) = Ar?(cos? ¢ —sin® p) = Ar? cos 2p. Posto je

® = (C1r% + Cor™?) cos 2, (5)

i
7= grad® = 2(Cyr — Car~?) cos 2 &, — 2(Cyr + Cor?)sin 2¢p €, (6)
za r = a se dobija da je normalna komponenta brzine v,.(r = a,p) = 2(Cia — C2a=3)cos 2¢ = 0, odakle je

C1 = Cy/a*, azar — oo je ® ~ Cyr?cos 2 = Ar? cos 2¢, pa je C; = A. To, konaéno, znaci da je potencijal jednak

o
O = Ar? (1 + 704) cos 2¢p, (7)
a brzina
at at
U =2Ar <1 - 7"4) cos 2¢p€,. — 2Ar (1 + 7A> sin 2p€, . (8)
(b) Strujnu funkciju nalazimo koristeéi relacije
10y oy
r= "3 = 73> 9
v r Op v or )
odnosno . - . -
a 1 a .
2Ar <1_r4> cos 2@:;%, 2Ar <1+r4> sin 2<p:§. (10)
Iz pretposlednje jednacine sledi
at at
= 2Ar? (1 - 4> /cos 20dp + f(r) = Ar? <1 - 4> sin 2 + f(r), (11)
r r
a zamenom dobijenog izraza u drugu relaciju u (10) se dobija % =0, tj. f =const, pa je strujna funkcija jednaka
at
Y= Ar? (1 - r4> sin 2¢ + const . (12)

Zamenom dobijenih ® i v u izraz za kompleksni potencijal dobijamo:

4 4 4
W(z) = Ar? (1 + i‘i) cos 2¢ + i Ar? (1 - ;2) sin 2¢ + const = A (rzeQW + i2e_2“"> + const, (13)



odnosno .

W(z) = A (22 + ;) + const . (14)

(c) Strujanje je stacionarno, zapreminske sile se zanemaruju, a gustina fluida konstantna, pa vazi Bernulijev integral,
tj:

1

ipvz + p = const = pg , (15)

gde smo konstantu odredili na osnovu vrednosti pritiska i brzine u tacki 1 = 0, x2 = a, pa je

4\ 2 4\ 2
= po — 2pA?r? <(1 — (;4) cos? 2p + (1 + :LL) sin? 2<p>

—9pA2)2 @ _,a
po—2pA°r" |1+ 5 —2—cosdp | . (16)
r r

3
|

Na povrsini polucilindra pritisak je onda jednak
p(r=a,¢) =po —4pAa*(1 — cosdyp) , (17)

a trazena sila je
ol g " T, 2 3792
F=— ] pdS=—-La p(r =a,p) (cospel +sinpez) dp = | —2Lapy + 4pA°a Ll—5 €. (18)
5 0

2. (a) Iz datog izraza za brzinu direktnim ra¢unom se nalazi vektor vrtloznosti

I 1
7e—r2/(4l/t)é»

0= — z 1
w 21 4ut (19)
a zatim i r )
. . T 2 (4t -
AW = —rotrotdd = 7m (1 — 41/1‘;) e /4 t)ez . (20)
Takode je
did  0d R L 0d r r? 22 /(4pt) - R - .
cu:aﬁ(”‘v)‘*’:at:‘sw( ‘m)e [0, rotg =0, (@-V)T=0, (21)

pa se zamenom svih nadenih izraza u uopstenu Helmholcovu jednacinu zaista dobija identitet.
(b) Zamenom datog izraza za brzinu u Stoksovu jednacinu i njenim projektovanjem na pravac €, dobija se jednac¢ina

v?  10p
-z 22
r  por’ (22)
odakle je
v2
p:p/Tdr—f—G(z). (23)

Uvodenjem smene 7 = r2/(4vt) u integral u poslednjoj jednaéini direktno se dobijaju izrazi dati u postavci zadatka.
Projektovanjem Stoksove jednacine na z-osu dobija se jednacina

oG
odakle je
G(z) = —pgz.

3. Ubacivanjem ¥ u izraz za divergenciju u sfernim koordinatama lako se proverava da je divey = 0, pa se diferencijalna
jednacina koju zadovoljava gustina unutrasnje energije, posto je fluid idealan, svodi na
du

P = —divg. (25)



Takode, iz Furijeovog zakona sledi da je divg = —kAT, a iz izraza za gustinu unutrasnje energije i pretpostavke da
temperatura zavisi samo od r se dobija

— =c— =cv-grad] = 26
a Car Ve 4rr? dr’ (26)
dok iz opsteg izraza za laplasijan skalarne funkcije u sfernim koordinatama sledi
1d dT
AT =—— (r*— ). 27
r2dr (r dr) (27)

Zamenom svih nadenih izraza u jednacinu (25) dobija se diferencijalna jednacina koju zadovoljava temperatura:

d [ ,dT pckdT
dr<’“ dr)47mdr0' (28)



Prvi doma¢éi zadatak iz Fizike kontinuuma - 8. mart 2012.

1. (20 poena) Fluid stacionarno protice u dvodimenzionalnoj oblasti, beskonacnoj traci Sirine 7:
—00 < 1 <001 —7m/2 < x9 <m/2. Polje brzine fluida je

v1 = 1 4+ 21 sin a9, Vg = COS Tg, vy = 0.
a) Nadi jednacine strujnih linija.
b) Odrediti tacke stagnacija (mesta gde je brzina fluida ¥ = 0).
c) Napisati jedna¢ine strujnih linija u blizini tacaka stagnacije i na osnovu toga odrediti pod

kojim uglom strujne linije teze ka granicama y = £+7/2 u tackama stagnacije.

2. (25 poena) U jednom zadatku, asistent je napisao da nestisljivi fluid ima brzinu koja je zadata u
polarnim koordinatama. Dao je jednu komponentu brzine

a2
v, =U <1 — 7“_2> cos @,

a drugu je zaboravio da zada. Ipak, studenti su na osnovu informacije da na z-osi nema brzine u
pravcu y-ose uspeli da odrede funkciju toka i tenzor brzine deformacije. Koje rezultate su dobili?

3. (20 poena) Polje brzine u fluidu je v; = az; 1 vo = —awxq, gde je o konstanta. U pocCetnom
trenutku deo fluida na kruznici 2% + x5 = a? je obojen.

a) Nadi jednacinu obojenog dela fluida u proizvoljnom trenutku vremena.
b) Kolika je povrsina povrsi koja je obuhvaéena bojom i kako se ona menja u vremenu?
c¢) Odrediti i cirkulaciju brzine po kruznici koja je u pocetnom trenutku bila obojena (ova kruznica

se ne menja vremenom).

4. (25 poena) Polje brzine i polje gustine unutar fluida u nekom trenutku su zadati sa:

Po, T1 < 0

U= 217%1‘351 + 4[L‘%l’%é§ — ZL‘%é},, p = (1 + \/:cl)po, O0<z < i .
3 1
3P0, T1 > 3

Odrediti kako se u tom trenutku menja masa fluida unutar kocke stranice 1 ¢ije se stranice poklapaju
sa osama koordinatnog sistema i uzimaju vrednosti od 0 do 1.

5. (10 poena) U kanalu tece fluid brzinom
U1 :Al'z(l—l'z), (%) :O, ’0320,

gde je o € (0,1). Odrediti vektor vrtloznosti. Na osnovu dobijenog vektora vrtloznosti odgovorite
kako ¢e da se vrti travka koja se postavi na povrsinu fluida duz pravca odredenog ortom €7 na sredini
kanala (zo = 1/2) ili na nekom od krajeva xo =01 9 = a.

Resenje

1. Polje brzine je zadato sa ' = (1 4 x1sinxy,cosp,v3 =0) za —5 <13 < 7



a) Jednacine strujnih linija se dobijaju iz

dl’l dl’g d[L‘g

l+zsinzy  coszy 0
Iz poslednje jednacina sledi da je x3 = const. Ostatak produzene jednakosti moze da se napize

u obliku
dzy .
CoSTo— — x18inzy = 1 = —— (21 cosx9) = x1 Ccos Ty = x9 + C,
dl‘g dl‘g

gde je C konstanta.

b) U tackama stagnacije brzina je nula ¢ = (0,0,0). To moze da bude kada je cos zs = 0 sto daje
da je xo = +m/2. Druga komponenta postaje nula za 1+z;sinze =0 = 1+ = 0= x; = F1.
Dakle, imamo samo dve tacke stagnacije (1, —7/2,0) i (—1,7/2,0)

¢) Razmotrimo tacku stagnacije (1, —m/2,0). Strujna linija kroz tu tacku je

T
X1COSToy = To + —.

2
Ako uvedemo pomeranja od tacke stagnacije kao 1 = 1+ &1 1 23 = —F + &, dobijamo da je
§
f=—"—
sin &y

Razvojem u red sinusne funkcije dobija se sin &y = & — %SS’, pa je

&
&1 = :
6—¢&
Ugao pod kojim strujna linija ulazi u tacku stagnacije dobija se ako izracunamo izvod
d 12 d
dal o e
3 €2=0 (6 -&) €2=0 & £€1=0

Dakle, ugao pod kojim strujna funkcija tezi ka tacki stagnacije je w/2. Isti rezultat se dobija i
za drugu tacku stagnacije.
2. Posto je fluid nestisljiv, vazi da je divt' = 0, Sto znaci da je

10(rv,) 10w,

- -0
r or r Oy

pa je
v, a(rv,) 2 2

a a .
B == :_U<1+T—2>cos<p:>v¢:—U<1+ﬁ>sm<p+0.

Konstantu C' studenti mogu da odrede na osnovu uslova da na z-osi nema brzine u pravcu y-ose, sto
prevedeno u cilindriéne koordinate znaci da je

v(p=0)=0=C=0.

Strujna funkcija se odreduje iz

1 2 ’
vr:—a—w:U<1—a—>coscp, v¢,:—a—¢=—U<1+a—2>Sin%
r Op r

iz cega se dobija da je



Ostatak zadatka mozete videti u resenju 5. zadatka, 1. domadceg iz 2008. godine (fajl na disku
08FKdz1R.pdf). Ovde ¢emo samo navesti reSenje za matricu brzine deformacije:

3 2 2 3
2(70,2 1 142 142 2

S=———| 32%2y— 22 —23+3x122 0
("E% + 1’%)3 ! 0 2 ! 0 2 0

3. Razmotrimo zadato polje brzine ¥ = (axq, —axs, 0).

a)

Da bismo dobili kako se menja obojeni krug potrebno je da resimo jednacine kretanja

dl’l de dl’g
W, 2y, Wy

dt
Iz poslednje jednacine se dobija da je kretanje dvodimenzionalno (u ravni x3 = const.) a u njoj
se deli¢i kre¢u po zakonu:

at

at —
Ty = T10€ , T2 = Tz€

U pocetnom trenutku, deli¢i se nalaze na krugu, pa je 3, + r3, = a*. Posto je z19 = 167" i

Tog = T2 u kasnije trenutku, obojeni deliizadovoljavaju jednacinu

et 4 g2e2t = 2
sto je jednacina elipse
2 2
x x
1 Z_—1

aZe2ot aZe—2ot )

sa poluosama ae® i ae™.

Povrs oivicena obojenim delom je elipsa, ¢ije su poluose odredene u prethodnom delu zadatka.

Povrsina dobijene elipse je

S = mae“ae™ = mwa?,

sto je jednako povrsini kruga koji je oivicavao povrs u pocetnom trenutku. Ovo je posled-
ica jednacine kontinuiteta, jer su unutar obojenog dela uvek isti deli¢i pa je i njihova masa
nepromenljiva.

Cirkulacija polja brzine je jednaka

7{U~df

i najlakse se moze izracunati u polarnim koordinatama, gde je polje brzine:
U = ar cos p€, — ar sin e,

Posto je [ = adype, dobijamo da je

2

N 27
7{17- dl = aaz/ (cos pe, — sin ey, )e,dp = (xaQ/ (—sin ¢ cos ¢ — sin ¢ cos p)dy = 0.
0 0

4. Promena mase u jedinici vremena jednaka je protoku kroz granicu kocke. Stoga je

0 — // i - dS
S
_ // pﬁ-d§+// p17~d§+// i -dS +
x1=0 xo=0 x3=0
// pU-d§+// pU-d§+// o - dS.
r1=1 xro=1 r3=1



Prva tri integrala su jednaka nuli, po v sto je podintegralna funkcija nula. Ostale integrale treba
pazljivo izracunati, pri cemu treba voditi racuna o tome da pri integraciji po x; menja funkcionalna
zavisnost od p pa je integral od 0 do 1 potrebno videti kao dva integrala f01/4 iod f11/4. Kada se sve
izracna, na kraju se dovija da je

dm Q= 457
at T o™
5. Vektor vrtloznosi je
€1 €2 €3
N 1 B
W= —rott = — aizl 8%2 8%3 = —§A(1 — 2x9)€j5.

U sredini kanala, vektor vrtloznosti ima vrednost &(zo = 1/2) = 0, $to znaci da nema rotacije travke.
Ona ¢e se kretati samo translaciono i n¢e menjati svoje usmerenje. Uz kraj xo = 0 vektor vrtloznosi

je d(xzy = 0) = —3A¢; sto znadi da se fluid i travka vrte u smeru kazaljke na satu. Uz zid z, = 1
vektor vrtloznosi je W(xy = 1) = %Ae} tako da travka rotira u pozitivhom matematickom smeru,
odnosno suprotno od kaz;uOo[;p?./aljke na satu.



Prvi koLokviJuM 1z FIZIKE KONTINUUMA
5. APRIL 2012.

Polje brzine pri strujanju fluida dato je u Dekartovim koordinatama:

)
”1:_6962 , Uy =2ax;+ [ p vg = 0.
1

+ 3 3 + 3
Ovde su « i 3 poznate konstante.
12 poena) Pokazati da je fluid nestisljiv.
14 poena) Naéi strujnu funkciju ¥ (zq, 2).
12 poena) Odrediti vektor vrtloznosi @.

8 poena) Napisati strujnu funkciju u cilindriénim koordinatama ¥ (r, ).

18 poena) Naéi tenzor brzine deformacije.

12 poena) Izracunati zapreminski protok kroz kvadrat koji lezi u 1 = 1 ravni i ima temena
0), (0,1), (1,1), (1,0). Ovaj kvadrat je deo kocke ¢ije se jedno teme nalazi u koordinatnom
pocetku.

(
(
(
(
5. (12 poena) Koristedi 1 (r, ) izraziti polje brzine u cilindri¢nim koordinatama o(r, ¢).
(
(
0,

8. (12 poena) Odrediti cirkulaciju brzine po stranicama kvadrata definisanog u prethodnom delu
zadatka.

Resenje

1. Da bismo proverili da li je fluid nestisljiv treba da vidimo da li je dive’ = 0. Posto je u

Dekartovim koordinatama dive = g—ﬁ + g;’z + aUS treba da odredimo parcijalne izvode
81)1 . ﬁ 2[L‘11’2
Ovi " (af +a3)?
81}2 o 6 2.%'1.1'2
Oy (27 + 23)?
9 _
aZL'g
tako da je
divy = 0.

2. Strujna funkcija 1 (z1, x2) zadovoljava

oy . 8@/}

Stoga imamo:

) o
= =2 .
0xs =5 2+x 0xy ar %—i—:cQ

Iz prve jednacine dobijamo da je

B

¥ =S In(ad +ad) + f(o),



gde je f(x1) nova funkcija samo od z; za koju na osnovu druge jednacine sledi da zadovoljava

d
—f = 2axq,

dl’l

tako da je f(z1) = ax? + C. Prema tome, trazena strujna funkcija je jednaka
_ 2 B 2 2
Y(xy, x0) = ] + 5 In(z] + z3).

3. Vektor vrtloznosti nalazimo na osnovu polja brzine & = %rotﬁ pa je

€1 €5 €3
- 0 0 0 | >
w = 5 oz Oxzo oxs = aes.

o T2 1
ﬁmf—kx% 2041'1 +ﬁx%+z§ 0

4. Posto je veza izmedu Dekartovih i cilindri¢nih koordinata z; = rcos ¢ i x5 = rsin ¢ imamo da
je
U(r, p) = ar’cos® ¢ + Blnr.

5. Komponente brzine u cilindri¢cnim koordinatama su

Loy o

r Op Y= B

v =
iz ¢ega neposredno sledi
_ : _ 2
v, = 2arsingcos p, v, = 200 cos” ¢ + —.
r

. e . .y o .. .
6. Tenzor brzine deformacije ima matri¢ne elemente S;; = 1 (ﬁ + U7) Neke parcijalne izvode

brzine po Dekartovim koordinatama smo veé¢ odredili, v1d1mo da posto brzina ne zavisi od
koordinate x3, a i komponenta v3 = 0, komponente S;3 = 0 gde je i = 1,2,3. Stoga treba jos
nac¢i samo

on _ atoat
Oy (x1+x2)

Ovy 7?2 — 13

~2 — 99— (L 2
on ~ T aTae

tako da kona¢no imamo da je tenzor brzine deformacije:

B 2901902 a — B 95%_“”3 0

(x3+22) , (@3422)2
S= a— B@ 6@22:3_1;22)2 0
0 0 0

7. Zapreminski protok je jednak:

//v a5 = //dxgdxngz_ glnl

8. Trazena cirkulacija po stranicama kvadrata jednaka je:

F:fﬁ.df:/ <2a+1fx )dx2+0+/ <2a+1fx%> (—dz2) +0=0.




Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 10. april 2012.

1. (20 poena) U nekoj sredini tenzor napona reprezentovan je matricom

27y (1—a2)z; 0
P=| (1-23)m %(xg —3r3) 0 ,
0 0 223

u odgovarajuéim jedinicama. (a) Kolika treba da bude masena gustina zapreminskih sila da bi deli¢i
ove sredine mirovali? (b) Kako treba da bude orijentisana elementarna povrsina koja sadrzi tacku
(a,0,2y/a) da bi vektor napona u toj tacki imao samo normalnu komponentu? Koje su mogude
vrednosti vektora napona u tom slucaju?

2. (10 poena) Kola na slici su upravo potonula na dno kanala ispunjenog vodom, tako da moze
da se smatra da je pritisak u njima jednak atmosferskom py. Oblik vrata moze da se aproksimira
pravougaonikom, visine b i irine a. Debljina sloja vode iznad gornje ivice vrata je h. (a) Izracunati
kolika sila F' je potrebna za otvaranje vrata. Pretpostaviti da sila deluje normalno na povrsinu
vrata, na rastojanju 3b/4 od ose oko koje se vrata okreéu pri otvaranju. (b) Do koje visine treba
pustiti da se nivo vode u kolima popne da bi putnik koji moze da razvije misiénu silu F; mogao da
otvori vrata? Uzeti da je h = 5em, a = 95cm, b = 60cm, gustina vode p = 10%kg/m?, g = 9.81m/s?,
Fj; =500N.

3. (25 poena) Uredaj za merenje viskoznosti sastoji se od dva koaksijalna cilindra, poluprecnika
a =3.8cm i b =4cm i visine H =12cm. Spoljasnji cilindar je fiksiran, a unutrasnji moze da rotira.
(a) Izracunati koeficijent viskoznosti 1 Stoksove te¢nosti, koja se nalazi izmedu cilindara, ako je
izmereno da je moment sile koji deluje na unutrasnji cilindar jednak K = 0.046Nm, pri rotaciji
tog cilindra ugaonom brzinom w=120 obrtaja u minuti. Zanemariti efekte krajeva i smatrati da
je strujanje tecnosti u uredaju laminarno i stacionarno. Prilikom nalazenja izraza za viskoznu silu
iskoristiti izraz za tenzor brzine deformacije u cilindricnim koordinatama

v 1 (.00e/r) | 10v, 1 (dve 4 Bvp
or 2 (T or + r Op or + 0z
_ | 1(,.0we/r) | 10v. 19ve | wr 1(9vs | 109v,
S = 2(T or +r850 r8<p+r 2 8z+r850
1 (0v, Ovy. 1 (9vy 1 0v; Qv
2(6r+8z) 2<8z+r8<p) 0z
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(b) Proceniti kolika greska se ¢ini prilikom merenja 1 na ovakav nacin, ako se pretpostavi da se
brzina deli¢a unutar tecnosti linearno menja sa rastojanjem od ose viskozimetra.

4. (25 poena) U industriji se za spoljasnje pokrivanje cilindriénih cevi tankim filmovima koristi
sledeca tehnika: kroz cev koja je postavljena vertikalno se pod pritiskom upumpava viskozna
(Stoksova) tecnost, koja se preliva preko gornjeg kraja cevi i na taj nacin obrazuje tanak sloj
koji se spusta niz cev po celoj njenoj spoljasnoj povrsini. Pod odredenim uslovima postize se da
je kretanje u sloju koji se spusta niz cev stacionarno, laminarno i simetricno, tj. debljina sloja je
svuda ista, a brzina unutar sloja ima oblik ¥ = v(r)ée,, gde je r rastojanje od ose cevi, a z osa se
poklapa sa osom cevi i orijentisana je vertikalno nanize, tako da je § = gé€,. (a) Smatrajuéi da na
granici izmedu spojasnjeg sloja fluida i atmosfere vektor napona ima samo normalnu komponentu,
pokazati da granicni uslov za brzinu ima oblik % = 0. (b) Ako je polupre¢nik cevi R, debljina
spoljasnjeg sloja fluida d, a zapreminski protok kroz cev F', naéi izraz za v(r).

zid eilind ra,

({’ = :gt-(mglekqaug

s{ruja vaxduha

Sursth aid

5. (20 poena) Napisati Navije-Stoksovu jednac¢inu u sfernim koordinatama. Pretpostaviti da je
jedina zapreminska sila gravitacija i da se wz-osa prvobitno izabranog Dekartovog koordinatnog
sistema poklapa sa vertikalom, tako da je § = —gé3. Polja brzine i pritiska imaju najopstije oblike:

T=0(r,0,0,t) =v,.(r,0,0,t)€ +vy(r,0, ¢, t)eg + v,(r,0,p,t)€,, p=p(r,6,e,t).

Resenja

1.(a) Iz osnovne jednacine dinamike u sluc¢aju kada deli¢i miruju (do/dt = 0) sledi
- 1 ~ 4
f=——divP = ——x3€5.
P P



(b) Ako P; ima samo normalnu komponentu, onda on ima oblik P; = A, gde je A neki skalar.
Posto je P; = Pn, prethodni uslov moze da se napise kao

Sto znad¢i da ort normale 77 na elementarnu povrsinu treba da bude ort svojstvenog pravca tenzora
P u tacki (a,0,24/a). Drugim recima, treba resavati svojstveni problem matrice

0
0
8a

o O 2

kojom je reprezentovan tenzor napona u zadatoj tacki. Svojstvene vrednosti A nalaze se resavanjem
karakteristi¢ne jednacine

-\ a 0
a —A 0 =0 & MBa—-N-dBa-N=0 & W\N-a)8a—-\ =0,
0 0 8a—AX
odakle su svojstvene vrednosti A = +a, 8a.
Posto je
0 a O nq N9
ﬁﬁzpﬁ: a 0 0 ne | =al|l m ,
0 0 8a N3 8&ns

za svojstvenu vrednost A = a, komponente odgovarajuceg svojstvenog orta zadovoljavaju jednacinu

n2 ny
a nq = a o s
8n3 ns

odakle je n3 = 0, n; = ny, pa iz uslova normiranosti n? + n3 + n3 = 1, sledi da je trazeni svojstveni
ort 7l = 4(&, + €)/+v/2. Vektor napona je u tom slucaju jednak Py = aii = +a(€] + &)/v?2.

Slicno, za A = —a dobija se
n2 ni
al n1 | =—-a| no = P; = +a(&, — &)/V?2,
8713 ns

aza A= 8a:

2 n
a nq =8a | n9 = P;= :|:86L€3 .
8713 ns

2. (a) Orijentisimo z-osu kao na slici, tako da se poklapa sa osovinom oko koje vrata mogu da
se okrec¢u, a osu x u horizontalnom pravcu, tako da zatvorena vrata leze u ravni Ozx, u oblasti
0<z<b,0<z<a (koordinatni pocetak je u donjem levom ¢osku vrata). Pritisak p(z) u vodi
onda ima oblik

p(2) =po+pg(h+a—=z).
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U tacki na vratima odredenoj koordinatama (z,z) vektor napona koji potice od vode jednak je
p(2)€,, a vektor napona koji potice od vazduha iz unutrasnjosti kola je —pg€, (osa y usmerena
je od vrata prema unutrasnjosti kola), pa je ukupni vektor napona u toj tacki (p(z) — po)e, =
pg(h + a — z)e,. Povrsinska sila koja deluje na elementarnu povrsinu dzdz u toj tacki je onda
pg(h + a — z)dzdzé,, a njen moment

dK = 7 x pg(h+a—z)dzdze, = pg(h+a—z)dzdz(ze, + z€,) x €, = pg(h+a— z)dzdz(z€, — 2€;) .

Ukupni moment povrsinskih sila dobija se integraljenjem prethodnog izraza po celoj povrsini vrata:

o b a
K = / dx/ dzpg(h +a — z)(z€, — z€;) ,
0 0

odakle je

b a b a 1
K, :/ dx/ dng(h—i—a—z)x:pg/ xdx/ (h+a—z)dz = ~pgb*a (h—l—a) .
0 0 0 0 2 2

S druge strane, z-komponenta momenta sile kojom ¢ovek deluje na vrata jednaka je
3
K; =—-bF.
4

Da bi se vrata pokrenula, potrebno je da je z komponenta ukupnog momenta sila koji deluje na
vrata barem malo manja od nule (sa ovakvo izabranom orijentacijom osa koordinatnog sistema),
pa se minimalna sila F' dobija is uslova

1
KiK. =0 = F = _pgba(2h+a) = 1057N.
(b) Pritisak vode u kolima jednak je p,(2) = po + pgH — pgz, gde je H visina vode u kolima.
Vektor napona koji deluje na vrata u delu 0 < z < H jednak je [p(z) — pu(2)]€, = pg(h+a — H)e,,

gde je p(z) pritisak u vodi van automobila na visini z. Odatle je z komponenta ukupnog momenta
povrsinskih sila koje deluju na vrata u ovom slucaju jednaka

b a b H 1
K, :/ dx/ dng(h—l—a—z)x—i—/ dx/ dzpg(h+a—H)x = Zpgbz(a2+2ah—H2),
0 H 0 0

Sto treba da bude jednako ili manje od %bFM, odakle je

3F
H= \/a2+2ah—M = 86cm .
pgb

3. (a) Ovde se, u stvari, radi o specijalnom slucaju Kuetovog strujanja, pa je (kako je pokazano
na predavanjima) brzina u fluidu oblika

A
7=uv(r)e, = <r + B’f’> €y ;

gde se z osa poklapa sa osom cilindra, a konstante A i B odreduju iz grani¢nih uslova v(r = a) = wa,
(v(r =b) = 0, odakle se dobija
wa’b? wa

=p—a Pepoa



Zamenom dobijenog izraza za brzinu u dati oblik tenzora brzine deformacije u cilindri¢nim koordi-
natama dobija se

010
A
S=-5100],
r
000

pa je viskozna sila dF koja deluje na element povrsine dS = adpdz unutrasnjeg cilindra jednaka

) y 010 1
dF = PE.dS =2y S|T:aaadsodz:—2n7adsodz 100 0
¢ 000 0
0
A A
= 2Mqpd | 1| = 2%, (1)
a 0 a

Moment te sile je
AR = (aé, + 28,) x dF = —2nAdpdze, x &, — 2-nAdpdzé, x &, = —2nAdedze, + 2-nAdedzé,
a a

pa je ukupni moment kojim viskozna sila fluida deluje na unutrasnji cilindar jednaka

R 2 H 277A 2 H
K= —2pAé, / dy / dz + 212 / &,dyp / 2dz — —drnAHE,
0 0 a Jo 0
posto je
2m 2m
/ e,dp = / (cos ey + sin ey, )dp = 0.
0 0

Konaé¢no onda sledi:

K K(®—a?
ArAH  4nHwa2b?

K=4mAH = n= = 0.1639Ns/m?.

(b) Ako se pretpostavi da brzina zavisi linearno od r:
U= (Cr+ D)eé,,
uz iste granicne uslove kao pod (a), dobija se

wa wab
D = )
a—2>b’ b—a

Dalje se na isti na¢in kao pod (a) dobija da je K = 2waH Dn, odnosno

K(b—a)

=_— 2 —(0.1681Ns/m?
" 2r Hwa?b sfm”,

pa je apsolutna greska koja bi se napravila pri ovakvom merenju, ako bi se profil brzine smatrao
linearnim, jednaka 0.005 Ns/m?, a relativna 3%.



Napomena: Iz taénog izraza za 1 dobijenog pod (a) vidi se da ako je b — a < b moze da se
napravi sledeca aproksimacija
B K (b — a?) K (b-a)bta) K (b—a)b+b) K (b—a)
1= 4rHwa?t? ~ 4rHo a2b? T ArHw a2b? T 2rHw a?
tj. sto je sloj izmedu cilindara tanji, to je greska koja se pravi usled pretpostavke da je profil brzine
linearan manja.

4. (a) Posto brzina ima oblik ¢ = v(r)e,, tenzor brzine deformacije (u Dekartovim koordinatama)
ima oblik

ov
] 0 O ?
S=-( 0 0 3|,
2 ov  Ov Oy
ox Oy
a, posto je
ov dvdr or T N ov dov
o7 — = —cos — = CcOS p—
Or drdx’ 0Oxr a2+9y? 7 Ox Yar
i, slicno:
ov dvor o do
— = —— =sinp—
Jdy dr oy dr
sledi

0 0 cosy
1d
- 0 0 singp

T 2dr .
cosep sing 0
Tenzor napona onda ima oblik
—p 0 1) COS gog—f
P=—pL+2nS = 0 —p 7 sin
1) COS gp% 7 sin go% —p

pa je vektor napona kojim fluid deluje na grani¢nu povrsinu fluid-atmosfera jednak

—p 0 7) COS goi—: Cos P COS
P; =P(-¢€,) =— 0 —p 7 sin @% sing | =] psingp
7) COS gp% 7 sin gog—: —p 0 —77%

Posto vektor napona na ovoj granici treba da ima samo normalnu komponentu, sledi da z-komponenta
dobijenog vektora treba da bude jednala nuli, tj. zaista treba da vazi % =0,zar=R+)9.

(b) Projektovanjem Stoksove jednacine na pravce ortova €, i €, dobijaju se jednacine iz kojih
se zakljucuje da pritisak zavisi samo od z koordinate, a projektovanjem na z-osu se onda dobija
diferencijalna jednacina

n dp d [ dv

— —=n—|r—|.

g dz ndr dr

Izraz sa leve strane zavisi samo od z koordinate, a izraz sa desne samo od r koordinate, Sto je
moguce jedino ako su oba ta izraza jednaka istoj konstanti, odakle sledi jednacina

d dov
dr<7“dr> =,
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¢ijim resavanjem se dobija
1
— ZCTQ + K Inr+ K.

= 0 dobija se

Iz graniénih uslova v(r = R) =01 ¢ s

1 1 1
Ki=-2C(R+0)*, Ky=— CR'+ C(R+6)'InR.

S druge strane, zapreminski protok F' kroz cev jednak je zapreminskom protoku Fy sloja koji se

sliva niz cev, a koji je jednak

N R+6 27
Ff://17~d5:/ v(r)rdr do =
R 0
_ 1 4 4 Ky 2 K 2 2 2 2
=27 ECWHJ)—R}+§MR+® ARM~ZBW+&IMR+®—m%mR—UHﬁ)+R].
Zamenom prethodno dobijenih izraza za K; i Ky u funkciji C u Fy, pa zatim izjednacavanjem [’ i

F; dobija se

In ——

R+ﬂ

o= [3<R+5) + R~ ARX(R+ 6)? — A(R + 0’

T

pa vra¢anjem tog izraza u dobijeni izraz za v(r) sledi konacan izraz za brzinu

5. Projekcije Navije-Stoksove jednacine na €, € i €, redom imaju oblik

ov, ov, vy ov, v, 1 Ov, 0 vy [ O ov.\
(g = o)) + 2 (o = 5 ) =

8t+ or +08 +¢W_7 sinf dp  Or
_ 9_1@_ N 9 (1 8( 6) — I\ 10 ﬁ( )_&’T
I pOr  prsinf \ 00 \r \ 00 U SI Oy rOp \ Or e 00
n+§o (10 , 1 0 1 Ov,
3p or (Tzf‘)r(rU)+r51n989(U981n9)+rsin0 do |’
Ovg 1 ov, Ovg v, Vg 0 Ovg v, [ O du,\
o ( o9 " "ae T ae) rsing (990750 = 50 ) F o (g — g ) =
. 10p n 1 o (0 Ovg o (0 ov,.
g prdl  rp (r sin? 0 Oy (89 (v sin ) — 890) or <8r (rvo) 00 )) +
n+E0 (10 1 9 1 v,
il 0) + e
3rp 90 (7"2 87“( o) + rsm@@@we sin6) + rsing Op |’
v, 1 ov, 8 v, Uy 1 Ov, 0 Vg 0 dug\
ot  rsinf (UT dp v 8<p T 8@) r <sin9 do 8T<TU@)>+rsin9 (8(9(%“19) 8@) B
1 9p n (0 (1 8vr_g(m) 1o (1 8(U sin 6) — vy n
,07" sinfdp rp \Or \sinfdp Oor ¥ r 90 \sinf \ 09" ¥ 8g0
n+& 0 (10 ., L 9 L Ov,
3prsinf Op (7"2 or (o) + e rsin 6 00 ggvosind) + rsing Op |



DRuUGI KOLOKVIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA
10.MAJ 2012.

Stoksov fluid stacionarno struji u oblasti izmedu dva koaksijalna cilindra, polupre¢nika a i
b (a < b). Spoljasnji cilindar rotira ugaonom brzinom w, a unutrasnji se kreée u pravecu
zajednicke ose konstantnom brzinom U. Gustina fluida je p, koeficijent viskoznosti n, a
zapreminske sile mogu da se zanemare. Pretpostavljajuci da je brzina fluida oblika

U= vy,(r)e, + v,(r)e,,

gde su (7, ¢, z) cilindriéne koordinate izabrane tako da se z osa poklapa sa osom cilindara,
kao i da pritisak zavisi samo od rastojanja od ose, p = p(r),

1. (80 poena) resiti Stoksovu jednacinu, tj. naéi vy, (r) i v,(r);

2. (20 poena) sastaviti diferencijalnu jednacinu koju zadovoljava pritisak i pokazati da iz
nje sledi

plr) = [ ar F(r),
gde treba naci eksplicitan oblik funkcije F'(r) (inegral NE TREBA resavati).

Korisne formule

1
(U V)0 = grad (202> — ¥ xrot, AU = grad divt’ — rot rotd
G of . 19f  of
rotv = ar dp oz ) gradf = Eer + ;%Q@ + &62

RESENJE

1. Za pretpostavljeni oblik brzine direktnim racunom dobija se

e el Jde 1.4 L du v, d
rotv' = | 3 o A ;ezg(rvw), Uxrott = é, | v, . 75(7“%) ,
0 TUSO(T) UZ(T)
l—» — l—»
trotd 'rgr egy rgz o d /1 d( ) 14 dv.
rotrotv = an - = = —e,,— ——(rv —e,—— r ,
or aﬁvz a7 fdr \rdr % “rdr U dr
0 —r%F s (rug)

1
grad <21)2) = (vz((i;;z + Uwﬁf) €.

Zamenom u Stoksovu jednacinu dobija se sledeca jednacina

v? 1dp n d [1d 1d [ dv
R M e el > - 4 z
r er pdrer + ) <6¢dr (rdr(m“&)> +ezrdr (T dr )) ’




odakle, projektovanjem na ortove €, €, i €., slede diferencijalne jednacine

v? 1dp

v _ 1

r pdr’ (1)
d /1d

N 2

0 d/r, (TdT(TUSO)) I ( )
1d dv,

0= d(d) ®)

Resavanjem ovih jednacina dobija se
%:Klr—l—[%, v,=Cilnr + Csy,
gde integracione konstante treba odrediti iz grani¢nih uslova:
r=a: v,=0, v,=U,

odnosno

b? a? In?
U@:m ]_—ﬁ wr, VUV, = 17b

2. Jednacina za pritisak se dobija zamenom dobijenog izraza za v, u jednacinu (1), odakle,
nakon razdvajanja promenljivih, direktno sledi

2
p(r)=p [ “2ar,
T

pa je



Tre¢i domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 15. maj 2012.

1. (15 poena) Na dnu reke koja ima Siroko
i ravno dno, usled nanosa peska (po ¢itavoj
povrsini reke) formirao se breg visine h(x),
kao na slici. Pretpostavimo da je voda u
reci idealan fluid i da je protok vode sta-
cionaran. Odrediti kako se menja profil reke
na povrsini usled izbocine na dnu primenom
Bernulijeve jednacine i jednacine kontinuiteta,
tj. pokazati da je promena dubine &(x) pove-
zana sa promenom visine brega na dnu izrazom:

dfz—i

w27

T

gde je v(z) brzina fluida na mestu z.

2. (25 poena) Idealan fluid se kreée u dve dimezije u oblasti a < r < b i ima konstantnu vrtloznost
w. Strujne linije su koncentricne kruznice i linijska brzina na strujnoj liniji » = a je V, dok je za
r = b brzina nula. Naci vrtloznost i odrediti razliku pritisaka koja postoji na granicama oblasti u
kojoj se fluid krece p, — pq.

3. (35 poena) Kompleksni potencijal je jednak
W(z) =V f(z) —arln f(2),

gde je f(z) = z — 2y/az. Ovde su V, a i A realne konstante.

a) Pokazati da je strujna linija ¢y = —aA7w parabola.

b) Odrediti brzinu za jako velike vrednosti |z|.

c) Ako je 0 < V < 2\ nadi pritisak na paraboli, ako se zna da je pritisak u beskonacnosti jednak

Poo-

4. (25 poena) Polje temperature u Stoksovom fluidu ima oblik T' = Ax3 + Bxy + Ty, gde su A, B i
T, konstante.

a) Pretpostavljajuéi da za vektor gustine fluksa toplote ¢’ vazi Furijeov zakon ¢ = —xVT', pri cemu
je koeficijent termoprovodnosti xk poznat, izracunati koli¢inu toplote koja u jedinici vremena
prode kroz kvadrat stranice a, koji lezi u ravni normalnoj na x,-osu.

b) Neka dato polje temperature odgovara Kuetovom proticanju ¢ = kay€] Stoksovog fluida, koji
se nalazi u oblasti izmedu plo¢a zo = 0 i x9 = d, ¢ije su temperature 7} i T,. Koeficijent
viskoznosti fluida je . Pretpostavljuci da je gustina unutrasnje energije fluida proporcionalna
temperaturi 7', odrediti konstante A i B.

Resenja

1. Bernulijeva jednacina za strujne linije koje se nalaze na samoj povrsini reke, a na mestima gde
nema brega i gde je breg glasi: pg + pg&o + pve/2 = po + pg(h + &) + pv?/2 = const, iz cega se vidi
da je pg(h + &) + pv?/2 = const. Diferenciranjem ovog izraza dobija se

cdv + gdh + gdé = 0.



Za iste ove preseke, mozemo da napisemo i jednacinu kontinuuiteta (za ptorok po jedini¢noj Sirini
reke) vp&y = v€ = const, pa diferenciranjem dobijamo:

vd€ + &dv = 0.

Kombinovanjem ova dva izraza, dobijamo trazenu jednacinu:

dh
€=—T—=
173
2. Na osnovu simetrije problema, mozemo da zaklju¢imo da polje brzine ima oblik v = v(r)el,.
Posto je recena da se fluid krece tako da mu je vrtloznost konstantna, imamo da je & = %rotﬁ, pa je
W= %%%(rv), odakle se integracijom dobija da je:
v =wr+ —.
r
Konstantu C odredujemo iz uslova da je v(b) = 0 iz ¢ega sledi da je C' = —b*w. Dakle, imamo da je:

b2
UZW(T--).
r

Sad mozemo da nademo i vrtloznost w. Posto je v(r = a) = V dobijamo:

a

w:VaQ—bQ'

Vezu pritiska i brzine mozemo da dobijemo iz Ojlerove jednacine. Naime, ako ovu jednacinu skalarno
pomnozimo sa €, dobijamo:
v?  dp
= or’
Posto je pritisak p funkcija samo od r (opet zbog simetrije), onda je
mogu radvojiti promenljive i izvrSiti integracija:
N b 2 pV? 1 <

2
v\r
dp=p (T) dr=sm—pe=p | —dr="0— 0

op _ dp

5. = qo» base u gornjoj jednacini

b
b —a' — 4a*h* In —> :
a
3. Posto je W(z) = ® + i), strujna funkcija je jednaka imaginarnom delu kompleksnog potencijala
¥ = ImW(z). Mi treba da pokazemo da je strujna funkcija ¢ = —aAm parabola. Za dati oblik
kompleksnog potencijala, imamo da je:

Y =ImW(z) = VImf(z) — aargf(z).

Ovde je sa argf(z) oznacen argument® funkcije f(z). Ako trazimo da je 1) = —aAm, treba da budu
zadovoljena dva uslova:

Imf(z) =0, argf(z)=m.

Ova dva uslova su saglasna, jer kada je Imf(z) = 0, tada je argf(z) jednak ili 0 (ako je Ref(2)
pozitivan) ili 7 (ako je Ref(z) negativan). Napisimo sad f(z) u trigonometrijskoj formu:

f(2) = f(re?) = r(cos p +isin p) — 2v/ar (cosg + isin g) ,

Funkcija f(z) je kompleksna funkcija kompleksnog parametra. To znaéi da je za svako z vrednost f(z) neki
kompleksan broj, koji se u opstem slu¢aju moze napisati u trigonometrijskoj formi: f(z) = Ae'®. Ovde je A = |f(2)|
norma a « = argf(z) argument tog kompleksnog broja. Kada potrazimo prirodni logaritam od f(z) dobiéemo da je
In f(z) = A+ ia, iz ¢ega vidimo da je imaginarni deo logaritma zapravo argument funkcije f(z).



pa se uslov Imf(z) = 0 svodi na:
rsin p = 24/ar sin g,

iz cega se dobija:
sing = Ov\/;cosg = .

Ako je sin$ = 0 imamo da je ¢ = 0. Skup tacaka koji odgovara ovom reSenju je poluprava. U
tom slucaju je Ref = r — 2y/ar i ako je r > 4a imamo da je Ref > 0 §to znaci da u ovom resenju
imamo da je argf jednak i 0 i 7, tako da oba uslova ne mogu uvek biti zadovoljena. Medutim, ako
razmotrimo drugu jednacinu, y/r cos £ = /a, imamo da je Ref = r cos o —2\/ar cos £ = —@ <0,
tako da je u ovom slucaju uvek argf = m, $to znaci da je ovo trazeno resenje. Sad mozemo ispitamo
i geometrijsko mesto tacka koje su u cilindricnim koordinatama zadate s \/7cos ¥ = /a. Najpre
imamo da je
cosg :% :%:Tcoscp—T:QQ: 224+ y2 =2 — 2a = y* = 4a® — dax,
Sto je jednacina parabole simetricne u odnosu na x-osu.
Brzinu nalazimo iz

daw o df 1df o @\ (., aA
==V )(V 72_2m>

jer je % =1- \/g . Ako dd—VZV napisemo u trigonometrijskoj formi, na paraboli 7 cos? £ = a imacemo

da je
dw - Acos? £
—z(l—e‘%cosf) V2.
dz 2 1 —2e'2 cos %
Primetimo li da je 1 — /% cos £ = —iel% sin £ kao i 1 — 2¢'% cos £ = —e'¥, imamo:
dW : .
e —iel? sin g <V + A cos? ge_l‘p) .

Pritisak nalazimo iz Bernulijeve jednacine p + %pvQ = const. Dakle, treba nam kvadrat brzine, a
Mf

njega nalazimo iz v? = ‘ e

pa racunamo

fUQ—d_W
Cldz

2
= sin? g (V2 + 2\V cos? g cos ¢ + A% cos? g) ,

o7 ~ . . 2 SO __a
ili, posto je na paraboli cos” § = 2

2 2
v =412 lV2+2/\V9 <29 —1) +A2“—2] .
T T r T

Sad vidimo da je za jako velike vrednosti z (tada ja i r jako veliko)

lim v* = V?,
r—00

pa je trazeni pritisak

1
pzpm+§MV”—¥%

1 2 2
p(r) = poo+ 2p V2 — 41— L v2+2Av9(29—1)+A2a— .
2 72 r\r r2

odnosno



4. Vektor gustine fluksa toplote racuna se iz Furijeovog zakona:
q_‘: —rkVT = —H(QA.TQ + B)éé

Kvadrat stranice a koji lezi u ravni normalnoj na zs-osu ima ort normale 7 = €, dok je dS =
dzidxsey. Kolicina toplote koja u jedinici vremena prode kroz povrsinu S je

S S

Pretpostavljaju¢i da je gustina unutrasnje energije srazmerna s temperaturom v = ¢,7" imamo
da je
dT ~ -
pcy—— = Tr(SP) — divq.
dt
Leva strana jednacine jednaka je nuli, jer je

dr 0T n aT 0
— =—+4+v—=0.

dt ot 8901

Posto je P = 2nS — pZ imamo da je Tr(§75) = 2TrS?. Kod Kuetovog proticanja je g—; = k dok su
svi ostali izvodi jednaki nuli, pa dobijamo da je

. 0 k/2 0
S=\|k/2 0 0|,
0 0 0
iz Gega se lako dobija da je TrS? = k—;, odnosno Tr(S?S) = nk?. Konav cno, posto je div§ = —2kA,
imamo da je

]{32
0O=nh? +2kA = A=
2K
Konstantu B nalazimo iz grani¢nog uslova
Ty —T; Ty —T; k3d
T(x2:d>:T2:>B: 2 I_Ad: 2 1_'_7]

d 2Kk



a)

Resenja drugog ponovljenog kolokvijuma iz Fizike kontinuuma

Potencijalno kretanje nestisljivog fluida opisano je Laplasovom jedna¢inom A® = 0. Kada
pretpostavljeni oblik potencijala ®(r, p) = F(r) cos ¢ uvrstimo u Laplasovu jednacinu, dobi-
jamo cos ¢ (F "4+ %F h— T%F ) = 0 iz ¢ega sledi da nepoznata funkcija F' zadovoljava diferen-
cijalnu jednacinu:

r’F" +rF — F =0.

Pretpostavljajuéi resenje u obliku F' = Cr™ dobijamo da je n(n — 1) + n — 1 = 0, iz ¢ega se
dobija da je n = £1. Stoga je opste reSenje za nepoznatu funkciju F' jednako: F'(r) = C’lr+%.
Dakle, potencijal je jednak:

o = (Clr + C’2> COS (.
T

Iz potencijala dobijamo brzinu:
v = grad® = (Cl — C:) COS €, — (C’l + %) sin e,
Granicni uslov neprobojnosti fluida u r = a zahteva da je v,.(a) = 0, iz Cega sledi:
C, = Cia’.
Drugi islov da je brzina u beskonac¢nosti jednaka Uyé, se svodi na:

lim v = C cos g€, — Cy sinpe, = Cré, = Upe, = Cy = U.

T—00

Dakle, nepoznata funkcija je jednaka F' = U, (r + %), potencijal je & = U (r + %) cos ¢, a

brzina je:
2

. a? . A
v = U, 1—72 cos e, — Uy 1—1—5 sin pe,,.

Da bismo nasli silu koja deluje na polucilindar, treba da nademo pritiska kojim vazduh deluje
na halu. Njega nalazimo iz Bernulijevog integrala koji se u ovom slucaju svodi na:

1 1
ZZ+ —v% + gy = const. = Po —l—*Ug.
p 2 p 2

Pritisak vazduha je

p = po+;p(U§—v2)—pgy

1 a2\’ a2\”
= po+=p|Us—Us (1_7“2> cos® p — Up <1+r2> sin?

9 — PYY.

Na polucilindru je r = a i y = acos ¢ i pritisak iznosi

1
P=po+ §pU02 (1 — 4sin? gp) — pga cos ¢.



Sila je jednaka:
— 71' ZO+1
F:/ / adpdzpe,.
0 20

Kada se €, napise preko Dekartovih ortova i izvrse integracije, dobija se da je konano

- 5
F = (;T,oga2 + gUOpa — 2ap0> €y-



Prvi domadi zadatak iz Fizike kontinuuma - 10. mart 2011.
1. (25 poena) Polje brzine u Dekartovim koordinatama ima oblik
U = asinfw(t — xo/b)]e) + bés ,

gde su a, b i w zadate konstante. (a) Naéi trajektoriju Cestice koja se u trenutku ¢ = ¢y nalazila u
tacki (0,0,0). Nacrtati trajektoriju za: to = 0, tp = 7/(2w) 1ty = 37/(2w). (b) Odrediti strujnu
liniju koja u trenutku ¢ = ¢ prolazi kroz tacku ¢ije su koordinate (0, 0,0). Skicirati strujnu liniju za:
to=0,ty=7/(2w) ity = 37/(2w). (c) Naci ubrzanje @ u Lagranzevim i Ojlerovim promenljivim.
2. (30 poena) Dekartove komponente dvodimenzionalnog polja brzine imaju oblik

To—b by a—x
(1 —a)?+ (x— 02" ° (z1—a)?+ (z2— b2

V1 =

(a) Uveriti se da je zadovoljen uslov nestisljivosti. (b) Naéi strujnu funkciju ¥ (z1,x2). (c) Nadi
jednacinu strujne linije koja prolazi kroz tacku (c,d,0). (d) Naci elemente tenzora brzine deforma-
cije. (e) Izraziti vektor brzine u cilindri¢nim koordinatama.

3. (25 poena) Dvodimenzionalno polje brzine u polarnim koordinatama (r,¢) ima oblik:

2

7 =1’ cos(3p)e, — r’sin(3¢p)é, .

(a) Nadi strujnu funkciju ¥ (r, ¢). (b) Naéi jednacinu strujnih linija polaze¢i direktno od definicije
strujne linije. (c) Izracunati vektor vrtloznosti &.

4. (20 poena) Dvodimenzionalno strujanje nestisljivog fluida opisano je strujnom funkcijom
1
w = K(—ZE% + 51‘3 + 3371.1’2) s
gde je K zadata konstanta. Izracunati: (a) cirkulaciju brzine ¢ po kruznici (z;—1)*+ (2, —6)? = R?;

(b) zapreminski protok kroz povrsinu z3+z3+23 = R?; (c¢) relativnu promenu duZine supstancijalne
duzi ds(&y + &»)/v/2 u jedinici vremena.

Resenje.

1.(a) Iz definicije vektora brzine, za zadato polje vaze jednacine:

d
v = % = asinw(t — z5/b) (1)
dl’g
= —=—p 2
U2 dt (2)

Iz druge jednacine onda sledi da je x5 = bt+const, gde se konstanta odreduje iz uslova x5 (t = to) = 0,
tako da se dobija

xo(t) = b(t — to) . (3)
Zamenom dobijenog izraza za xs u prvu jednacinu zatim se dobija:
dl’l . .
— =asinwty = z1(t) = a(t — tp) sinwty, (4)

dt



gde je nakon integracije iskoriséen pocetni uslov z1(t = tg) = 0. Eliminacijom vremena iz izraza
x9(t) dobija se jednacina trajektorije

= %(sinwto) To, (5)

koja je za zadate pocetne trenutke tg prikazana na sledecoj slici:

06F x1

04F

0.2f

00F
-0.2f -

~04}

_06- J
I S S S O S SR B

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Trajektorija deli¢a koji se u trenutku ¢ = ¢, nalazio u tacki (0,0,0) je poluprava koja polazi iz
koordinatnog pocetka, a ¢iji nagib je odreden vrednoséu sin(wtg)a/b. Za ty = 0 trajektorija lezi na
T 0si 1 obojena je plavom bojom, za ty = m/2w to je crvena linija, a za ty = 37/(2w) zelena linija.
Vrednosti na osi z; izrazene su u jedinicama a/b.

(b) Posto je vs = 0, strujne linije leze u ravni 3 = 0, a njihova jednacina u toj ravni dobija se
resavanjem diferencijalne jednacine

d d
asinw(t;vl— 2270 = ZQ = bdr, = asinw(ty —x2/b)dzy = x; = gcosw(to —x/b) + const . (6)
Integraciona konstanta odreduje se iz uslova da strujna linija treba da prolazi kroz tacku (0,0, 0),
tako da se kona¢no dobija

xr = g[cos w(ty — x2/b) — coswty] . (7)
w
Zaty = 0 dobijeni izraz se svodi na 1 = a/w[cos(wxs/b)—1], zaty = 7/(2w): x1 = (a/w) sin(wzy/b),
a za ty = 31/(2w): 1 = —(a/w)sin(wzs/b). Ove tri linije prikazane su na sledecoj slici:
x1
l [
‘ X2
n 3
-1
-2+




gde plava, crvena i zelena boja odgovaraju redom trenucima ty = 0, 7/(2w), 37/(2w), vrednosti na
x71 0si su izrazene u umnoscima a/w, a vrednosti na x5 osi u umnoscima b/w.

(c) Na isti nacin kako su u delu pod (a) za ¢esticu koja se u t = t, nalazila u tacki (0, 0,0) dobijeni
izrazi za x1(t) i xo(t), moze se naéi da su za ¢esticu koja se u t = t; nalazila u tacki (X, X, X3)
konac¢ne jednacine kretanja

z1(t) = a(t — to) sinfw(to — Xo/b)] + X1, x2(t) =b(t —to) + X2

Odatle se u Lagranzevom opisu, dvostrukim diferenciranjem dobijenih izraza po vremenu, dobija
da je @ = 0. Isti rezultat mora da se dobije i u Ojlerovom opisu, Sto moze i nezavisno formalno da
se proveri izracunavanjem supstancijalnog izvoda brzine:

H_dj_ajﬂﬁv)q 8@14_‘_ 8*_’_ ov
Ca e T T oy T o,
= %eﬁ +v avl é1 = é1{aw cos[w(t — x3/b)] — aw cos[w(t — x2/b)|} =
ot 20y
2. (a) Kako je
vy _ 9 (x1 —a)(w2 — b) vy _ 9 (1 —a)(zy — b)
oA (1 —a)? 4 (z2 — b)?? 7 O (1 — a)? + (xg — b)?]2’

jasno je da je uslov nestisljivosti dive’ = 0 zadovoljen.
(b) Posto je v; = 2% na osnovu zadatog izraza za v, sledi jednacina

Oxa’?

8w . Lo — b

(9372 N (l’l — a)2 + (33'2 — b)2
odakle je

:1:2 —b / (r1 —a)?+ (22 —0)?] 1 N N
— ] _ b '
V= / (1 —a)® + (x9 — b)? T2 (21— a)? + (72 — b)? 9 n[(z1—a)"+ (22 —b)"]+ f(21)
Zamenom nadenog izraza za 1 u jednacinu vy = —g—ﬁ, sa zadatim izrazom za vo, dobija se jednacina
_ d _
. = f+ c— = f = const,

(x1—a)?2+ (x2 = b)?2  da;  (r1—a)?+ (z2 — b)?

pa je strujna funkcija
1 2 2
(xy,x9) = 5 In[(x; — a)® + (x2 — b)*] + const .

(c) Posto je jednacina strujne linije ¢ (1, x2) = const, strujna linija koja prolazi kroz zadatu tacku je

kruznica koja lezi u ravni (21, x2), sa centrom u tacki (a, b), a polupre¢nik joj je \/(c —a)?+ (d—b)*

(1 —a)* + (22 — b)* = (c — a)®* + (d — b)*.



(d) Posto je matrica parcijalnih izvodi komponenata brzina po koordinatama 7;; = 37”2_ jednaka

MR P U e R
RCErEEEn A A

tenzor brzine deformacije se lako nalazi kao
1
S=5(T+TH=T,

posto je T =TT,
(e) Posto su Dekartove komponente brzine vy, ve i v3 u cilindri¢nim koordinatama (r, ¢, z) jednake

rsing —b a — 1 Cos
Ul = o ? UQ = . 7vz = 07
(rcosep —a)?+ (rsinp — b)? (rcosyp —a)?+ (rsingp — b)?
a Dekartovi ortovi €7 i €3 u cilindriécnim koordinatama imaju oblik:
€1 =Ccospé, —sinpe,, € =sinpe, +cospe,,
vektor brzine u cilindri¢cnim koordinatama je
—bcosp +asing . —r +bsinp + acos .

v (rcosep —a)?+ (rsing — b)2€r N (rcosep —a)?+ (rsing — b)2€‘p'
3.(a) Posto je

o

Vy, = ——

v or

sledi da je ¢ = 37% sin 3¢ + f(p). Kada se takav izraz zameni u

= —r?sin(3yp),

1oy
Ur = —7 >
r g
lako se dobija jednacina df/dp = 0, odakle se vidi da je f(¢) = const, odakle je strujna funkcija
1, .
V= §T sin 3¢ + const .
(b) Iz definicione jednac¢ine strujne linije: di = A¥, u cilindricnim kooordinatama se dobijaju

jednacine dz =0 i

d d 1 3 1
LA s G PP SDdgo = Inr = —= In|sin 3p| + const,
r2cos3p  —r?sin3p r sin 3¢ 3

odakle sledi da se strujna linija nalazi u preseku povrsina




gde su K i K, konstante.
(c) Posto je & = srotv direktnim racunom se dobija

1= — 1=
26r G Cs
S_1l a8 Ta | _|
W = 2 r (212 0z v
v, Tv, 0

4. Iz strujne funkcije se direktno dobija da su komponente brzine u Dekartovim koordinatama

o o

v = —— -
0xs 0y

:K<CL’2+3JI1), Vo = :K(Ql’l—?)l‘g), U3:0.

(a) Cirkulacija brzine po zadatoj kruznici C' se lako izracunava pomocu Stoksove teoreme:

r:fcU-df://srow-d§://S(K53>-(dsg3):K//SdS:K(wR?).

(b) Fluid je nestisljiv, pa, posto se trazi protok kroz zatvorenu povrsinu, ovde je najjednostavnije
primeniti teoremu Gausa-Ostrogradskog;:

F://Sﬁ-dg':///vdivﬁd‘/:().

(c) Brzina relativne promene duzine supstancijalne duzi dsii, gde je 7 ort, moze da se izra¢una
pomocu tenzora brzine deformacije S kao 7 - (S77). Posto je

2 1 0
8:35 1 -2 0 |,
0 0 0

Sto se lako proverava, trazena veli¢ina je jednaka



Prvi kolokvijum iz FIZIKE KONTINUUMA
12. maj 2011.

Za polje brzine koje u cilindriénim koordinatama (r, ¢, z) ima oblik ¢ = %€, nadi:

1) polje brzine u Dekartovim koordinatama;

2) matricu koja odgovara tenzoru brzine deformacije;

3

vektor vrtloznosti;

4) strujnu funkciju;

6) strujne linije;

7) vrtlozne linije;

8

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) trajektoriju deli¢a koji se u pocetnom trenutku nalazio u tacki (X7, Xo, X3);
(6)
(7)
(8) polje ubrzanja u Dekartovim koordinatama;

(9)

9) fluks vektora vrtloznosti kroz povrsinu kruga jedini¢nog poluprecnika, koji lezi u ravni z = 0,

a centar mu je u koordinatnom pocetku;

(10) protok kroz povrsinu lopte polupreénika R, sa centrom u koordinatnom pocetku, ako je gustina
fluida p.

RESENJA
(1) Posto je €, = —sin @€ + cos vy, T =1 Co8 P, Tog = rsing 1 r = \/z} + 23 brzina je

¥ = r'é, = r'(—sin & + cos &) = (2] + 23)** (=281 + 118) .

(2) Posto je
v = —1'2(.1'% + x§)3/2 y Vg = IE1<$% + $%)3/2 s V3 = 0,

parcijalni izvodi komponenata brzina po koordinatama su:

ov 3 ov 3
O Sy, O (P a0 ) = (e ),
1 2
Ovy 0vy o,
pr (a7 + 23)'* (42t + 23) , Dry Bw1ma(x] + 23)'/? = TR

81}1 . 802 . 81)3 . 803 . 81)3 _0

8.733 5’x3 81’1 (91'2 81’3

pa je tenzor brzine deformacije u Dekartovim koordinatama reprezentovan matricom

1 1 —3wyry  —(22 +423) 0 —3wiry  4x? 423 0
S = §(T+TT) = §(ac%—|—x%)l/2 4% + x3 31129 0 |+ | —(22+42%) 3rze 0
0 0 0 0 0 0



3(,2 2
" —3:r1x2 s(@f —x3) O
(z] + 23) / :L‘l — x3) 3T1%2 01|,
0 0
gde je iskoris¢en tenzor ¢iji su elementi 7;; = g”l
Tj

(3) U Dekartovim koordinatama:

Ja e g
2+ et | 0 2 9
w = rotv = 2 Ox1  Oxra Oxs
vy vy 0
1 81}2 81}1
_ > 3/2 >
— | = —-—=—1]e¢€3 ]+ x
2 8$1 81’2 ( ! 2)
U cilindriénim koordinatimas:
17 % o |_1l70 § " |_54
w:§ro’w:§ ar 3o 92 = — ar 3o a2 257”62
v TV, U, 0 » 0
(4) U Dekartovim koordinatama:
(91/1 o
v = Vg = —(——
(9&:2 81’1

Iz prve od prethodne dve relacije sledi:

0 1
w = —1'2(.73% + 1'3)3/2 = w(l'l, 1’2) = —5(.77% + 33'%)5/2 + F(SCl) ,

8%2
pa se zamenom tako nadenog izraza za strujnu funkciju u drugu relaciju dobija
dF dF dF
3/2 3/2 _ (.2 213/2 _ _
v x|+ x = r(r]+z x xr, — = =0 = F = const
o = (27 + 23)* 2wy — 4oy (21 + 23)%? = (af +23)* 1 4z, s ;

tako da je strujna funkcija jednaka

1
(w1, m9) = — = (22 + 22)%? + const .
U cilindriénim koordinatama je
10y
v =
r 8@
odakle sledi da 1 ne zavisi od ¢ (posto je v, = 0), tj. ¥ = 1(r). Posto je
Vo =g Ve =T,

dalje se dobija
1
Y = —57“5 + const ,



Sto se poklapa sa izrazom dobijenom u Dekartovim koordinatama, ako se uzme u obzir da je r? =
xi+ 13

(5), (6) Posto je polje brzine stacionarno, trajektorije deli¢a se poklapaju sa strujnim linijama,
koje se najlakse dobijaju iz jednacine i) = const. Poslednja jednacina, uz prethodno nadeni izraz
za 1), daje uslov r° = const, odnosno r = const. Uz uslov z = const (koji sledi iz v, = 0), to znaci
da su strujne linije kruznice koje leze u ravnima ortogonalnim na z-osu, a centar im je upravo na
z-osi. TraZena trajektorija je onda kruznica odredena jednac¢inama r = /X7 + X2, 2z = X;.

(7) 1z definicije vrtlozne linije & = A7 i nadenog izraza za & sledi

)
57“352 = \(dré, + rdpé, +dzé€,) = dr =0, de =0 = r = const, ¢ = const.

Posto jednacina r = const predstavlja cilindri¢nu povrsinu, a ¢ = const jednacinu poluravni koja
sadrzi z-osu, presek ove dve povrSine je prava pralelna z-osi i ona upravo predstavlja vrtloznu liniju.

Slicno bi se u Dekartovim koordinatama dobili uslovi dx; = 0 i dxy = 0, tj. jednacine koordi-
natnih ravni xy; = const i o = const, ¢iji presek je ponovo prava paralelna xs-, tj. z-osi.

(8) Posto je

dv  ov ov ov
_‘:—:7 _).V_»: _».v_’: - P
i=4 =5 +(T- V)= (0- V)=, A + vy T
uzimajuéi u obzir izraze dobijene za vq, vy i njihove izvode po koordinatama sledi
ov ov
ar = Vg Sy = —y(aal)¥? (=B (ad + 23)2 )b (et4ad)Y (—(ad + 3) ' 2(ad + da3))
1 0xs
=~z (2] + 73)°,
ov o
az = Ul@T[:Q + wai; = —xo(2? + 22)* (22 + 2D)V2 (422 + 22) + 1y (2? + 22)P? (lexz(aﬁ + x%)m)
1 2

= —wa(} + 13)°,

pa je
a= —(xf + x%)g'(aslél + X9€5) .

(9) Fluks vektora vrtloznosti jednak je

//Sa-dﬁ, 45 = dSé, = rdrdyé, |

5 1 pr2n 5 1 pr2m 5 1 2
// w-dS = / / wrdrdy = f/ / ridrdy = f/ ridr dp=m
s 0o Jo 2 Jo Jo 2 Jo 0

Drugi nacin:

pa je

L .= 1 L .= 1 | 5 5 1 2
//Sw-dSzi//Srotv-dS:i r:1v-dl:§£:1(r4e@)-(rdcpe@)25 ; dp=m

10) Proto roz zadatu povrsSinu S jednak je
P k @ k d inu S jednak j
Q:/p77~d§:p/77-d§:p/ dividV =0,
s s 1%

gde je iskori§¢ena teorema Gausa-Ostrogradskog i Cinjenica da je za zadato polje brzine divt = 0.



Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 18. april 2011.

1. (20 poena) Nadi vektor ukupne sile pritiska koja deluje na polusfernu Supljinu polupreénika R.
Centar Supljine se nalazi na dubini h > R, tako da je celokupna Supljina ispunjena te¢nos¢u gustine

P

2. (20 poena) Prostor izmedu dva beskona¢na koncentricna cilindra polupreénika a (unutrasnji) i b
(spoljasnji) ispunjen je viskoznom te¢noséu gustine p i viskoznosti n. Cilindri rotiraju oko zajednicke
ose istom ugaonom brzinom & = (€, s tim da se unutrasnji cilindar krece jos i konstantnom brzinom
v = Ve,. Naéi polje brzine fluida.

3. (25 poena) Napisati Navije-Stoksovu jednacinu u cilindriénim koordinatama. Pretpostaviti da je
jedina zapreminska sila gravitacija i da se z-osa koordinatnog sistema poklapa sa vertikalom, tako
da je § = —g€,. Polja brzine i pritiska imaju najopstije oblike: ¥ = ¥(r, ¢, z,t) i p = p(r, , z, ).

4. (35 poena) Razmotriti problem potencijalnog proticanja oko sfere polupre¢nika R. Za aksijalno
simetri¢no proticanje oko sfere strujna funkcija 1 (r, ) je povezana sa brzinom

U = rot <W> .

rsind

a) Pokazati da relacija izmedu ¥ i ¢ obezbeduje da je jednacina kontinuiteta automatski zadovo-
ljena.

b) Nadéi diferencijalnu jednacinu i graniéne uslove koje strujna funkcija treba da zadovoljava.

c¢) Pokazati da ¢ — %U r?sin®6 za r — oo odgovara ¥ — Ue,. Kako glase uslovi neprobojnosti
na granici r = R?

d) Pretpostavljajuéi resenje strujne funkcije u obliku 1 = f(r)sin?#, naéi strujnu funkciju, a
potom odrediti profil brzine.

Resenje

1. Koordinatni sistem postavimo u centar polusferne Supljine, z-osa se poklapa sa vertikalom a
x-osa neka lezi u ravni vertikalnog zida. Sila koja deluje na infinitezimalni deli¢ Supljine jednaka je
dF = pdg . Ovde je p hidrostaticki pritisak koji iznosi p = pg(h — Rcosf), a element pov rsine ¢e u
ovom koordinatnom sistemu biti jednak dS = R%sin 0dfdpe,.. Stoga je

dF = pg(h — Rcos0)R? sin 0dOde(sin 0 cos 0, + sin 0 sin @&, + cos 0¢,).
Ovaj oblik infinitezimalne sile je pogodan za integraciju:
F = pgR? /07r /Ow(h — R cos 0) sin 0(sin 0 cos @€, + sin 0 sin €, + cos O€, )dfdyp.
Nakon integracije, dobija se da je trazena sila jednaka

. P
F = pgR*r (hé'y — SRé'Z)

2. S obzirom na simetriju probelma, moze se pretpostaviti da polje brzine ima slede¢i oblik:
U = v,(r)e, + v(2)es,

dok pritisak zavisi samo od rastojanja od zajednicke ose cilindara p = p(r). Navije-Stoksova
jednacina se ya ovo polje brzine svodi na:

1
(6V)7 = —gradp + LAG.
p p



Ako ovu jednacinu pomnozimo s €,, odnosno s €, dobijamo:

nd lg( )] =0 _nld (du)
pdr \rdr "ol | = prdr “ar ) T

Resavanje ovih diferencijalnih jednacina daje:

r

U4P:A12

1
+A2*, UZ:BllnT+A2.
r

Granic¢ni uslovi koje imamo u ovom slucaju omogucéavaju da se odrede konstante integracije:

vo(a) = a), v,(b) =02 = A, =20, A; =0.

% V
v,(a) =V, v,(b)=0= By = —, Bo=—Inb—,
In ¢ In ¢
pa je trazeno polje brzine:
v =rQe, + Vln—gez.

b
3. U opstem slucaju Navije-Stoksova jednacina glasi

?;Z +(0-V)i=f+ ;gradp—i- ZAU.
Koristeéi se ¢injenicom da je ¥ = ¥(r, ¢, z, 1), f: —g€,, p = p(r,p, z,t), pomocu formula
(V- V)U = grad <;1)2) — U X rotv, A7 = grad div — rot rotd,
kao | 1o(re,)  10v,  Ov of . 10f. of
&W:?e%_ﬁﬂ:+a; g@ﬁ:§a+ﬁﬁ@+$@,
le, e, ‘le 9 9
oti=| 2 50| Af:iai(rg‘g +:g¢f+‘2j

dobijaju se projekcije Navije-Stoksove jednacine i to, é€,.-projekcija:

2 2
ov, ov,. vic%T v, ov, 10p n [8 (1 0 (TUT)> 1 0%v,

+ Ur + + Uz - + - | N N + P
ot or r dp T 0z por  p|Or \ror r2 0p?

€-projekcija:

_*_7
prop  p

v, v, vy vy VU, dv,  10p n|d (10 1 9%*v,
ot o or * r dy r T 0z or rar(r%)

€.-projekcija:

8vz+vavz Uiavz+v%_ 1dp n[l1o Tc%z iagw
ot " or r dy *oz 7 p0z plror\ Or r2 0p?

4. Koristedi se definicijom rotora u sfernim koordinatama, dobija se da je brzina

1 oy, 1 oY,

V=576 — ————€.
r2sin@ 90 " rsin Or

+ + =
r2 0p?  r?2 dp

0%v,
022

|

20y, 0*v,
r2 0p 022
2 Ov, 82%

022

)

|



a)

b)

Lako se pokazuje da ovako definisano polje brzine ima divergenciju koja je jednaka

divge L9 (L oy 1 9 (1dy) _,
VU= 2or \sin000)  rsin6oo \ror)

Posto je strujanje bezvrtlozno, imamo da je rot v = 0. Za dato polje brzine se dobija

L o 10 (1 ov)],
rsinf Or?2  r300 \ sinf 00 e

rotz?z—[

Uslov bezvrtloznosti se svodi na:

8%[)4_511192 1 oy _0
Or? r2 99 \sind o6 )

Sto je trazena diferencijalna jednacina za strujnu funkciju.

Kada uzmemo ) = $Ur?sin®§ i izratunamo

19y, 1 o ) o }
(r2 SiHG%ET — 7“Sir198r69> = U cosfe,. — Usinfey = Ue,

lim ¥ = lim
T—00 T—00

Sto je i trebalo pokazati. Uslovi neprobojnosti na granici r = R glasi v,|,_p = 0, §to se svodi

na
I

% :0

r=R

Ubacujuéi pretpostavljno resenje za strujnu funkciju ¢ = f(r) sin? §, u jednacinu koju zadovo-
ljava strujna funkcija (odredena u b) delu zadatka), dobija se diferencijalna jednacina:

d2f

2
r°—= —2f =0.

dr? /
Ovo je Ojlerova jednacina, ¢ije resenje se trazi u obliku f = er™, pa se dobija n? —n — 2 = 0,
sto ima dva reSenja n = —1 i n = 2, pa je reSenje:

1
[ = Cl; + Cyr?

Granicni uslovi koji su razmatrani omogucéavaju da se odrede konstante C i Cy. Najpre vidimo
da je

lim f(r) = 1U7“2 = Cy = lU

oo VT S
Uslov neprobojnosti se svodi na f(r = R) = 0 iz ¢ega se dobija C; = —CoR* = —1UR?, pa je
konaé¢no strujna funkcija jednaka:

1 (r* RY
¢_§UR <R2—T>sm 0,

odnosno



Druct KoLokviJuM 1Z FIZIKE KONTINUUMA
12. MAJ 2011.

1. (65 poena) Izmedu dve paralelne horizontalne plo¢e povrsine S protice nestisljiv viskozni fluid,
gustine p i koeficijenta viskoznosti 7. Rastojanje izmedu ploca je H, i vazi H < v/S. Donja ploca
lezi na nepomicnoj, horizontalnoj podlozi. Na gornju plo¢u, mase M, deluje se konstantnom silom
F , Giji je vektor u ravni ploce. Citav sistem se nalazi u vakuumu, u homogenom polju Zemljine teze
(¢ usmeren od gornje ka donjoj ploci). Pod pretpostavkom da nema drugih zapreminskih sila i da
je tok stacionaran i paralelan, nac¢i polje brzine i polje pritiska u fluidu.

2. (35 poena) Stacionarno proticanje idealnog nestisljivog fluida gustine p, van polja zapreminskih

sila opisano je potencijalom
m

TN y2 + 22
Uzimajuci da je pritisak na jako velikim rastojanjima od koordinatnog pocetka pg, na¢i pritisak u
ovom fluidu.

o —

Resenje

1. Uzmimo x-osu koordinatnog sistema u pravcu i smeru sile F , y-osu verikalno nagore, koordinatni
pocetak na donjoj plo¢i. S obzirom da su ploce "beskonac¢ne” sa stanovista fluida medu njima
(H < \/g), brzina ne sme da zavisi od koordinata duz ploca. Uz zahtev da tok bude paralelan i
stacionaran, uz prethodno razmatranje zakljucujemo 0(7") = v(y)é,. Jasno je da ¢e fluid sa ovako
pretpostavljenim poljem brzine zaista biti nestisljiv. Navije-Stoksova jednacina glasi

1
0=—G—-Vp+ A7
P P

Ova vektorska jednakost daje dve skalarne:

d?v @ B

dy?’ dy

= —Pg-
Resenje ovih jednacina su
v(y)=Ay+B, p=—pgy+C.
Donja ploca se ne krece, dakle B = 0. Konstante A i C' odredi¢emo iz drugog Njutnovog zakona za
gornju plo¢u. Naime, plo¢a se mora kretati konstantnom brzinom (kao i sloj fluida uz nju). Ukupna
sila na nju je
Mg+ [ PudS+ F = Ma=0
s

Lako utvrdujemo da je tenzor napona

-p An 0
P=|A4An —p O
0 0 —p

Vektor normale na plocu je 77 = —¢, tako da

—

Fyisk. na plocu — —SP - gy = pSé; - AS’I]é;;

pa imamo
F
F—-—ASn=0=A=—,
nS
M
—Mg+p(H):O:O:—g+ng.

S



Trazena polja su
L yF Mg
i=ls PTg +pg(H —y)

2. Polje brzine nalazimo iz potencijala
m xé; + Yé, + z€, m T

7 — grad d — — _mr_m_
v s 4 (22 +y> + 2232 Axrd Awor?

m 1
€.

Pritisak u fluidu moze da se nade na osnovu Bernulijeve

2
v
— + P = const.
2 p

Posto je v? = fg; %4, Bernulijeva jednac¢ina postaje
2
m- 1 p
— + — = const.
32r2rt  p

Nepoznatu konstantu odredujemo iz uslova da je pritisak na jako velikim rastojanjima od koordi-
natnog pocetka pg, tako da je

w1y m

272t p

Y

pa je
m?p 1

P=P0 T Gon i



Treéi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 17. maj 2010.

1. (10 poena) Splav oblika kvadra, mase M i povrsine osnove (kojom je postavljen na vodu) S, krece
se malom brzinom u,; kroz kanal (ispunjen vodom gustine p) u koji jedva staje, tako da se u tankom
sloju vode ispod splava generise tok brzine us > wuy. Pretpostavljajuci da je kretanje stacionarno,
primeniti Bernulijevu jednacinu na strujnu liniju koja povezuje povrsinu vode sa donjom povrsinom
splava (takode pretpostaviti da je tok dvodimenzionalan). Izra¢unati do koje dubine je splav uronjen
u vodu.

2. (30 poena) Razmotriti potencijalno strujanje homogenog nestisljivog fluida, do kojeg dolazi
usled toga $to su kroz tacke (+a,0) u ravni Ozy postavljena dva linijska izvora jac¢ine m, a kroz
koordinatni pocetak izvor jacine -2m (zapravo bi trebalo re¢i ponor, ako je m > 0). Naci kompleksni
potencijal koji odgovara ovakvom strujanju. Pokazati da jednacine strujnih linija imaju oblik

(2 4+ y°)? = a® (2% — v + Aay)

gde je X\ konstanta.

3. (30 poena) (a) Izracunati vektor vrtloznosti & za polje brzine ¥, ¢ije komponente u Dekartovim
koordinatama imaju oblik

vy = =0y — o\J2] +23f(t), va= —PBry+ay/i+23f(t), w3 =203,

gde je (8 konstanta. Pod pretpostavkom da su zapreminske sile potencijalne, koriste¢i Helmholcovu
jednacinu za vrtloznost, naéi funkciju f(¢). Izraziti vektor brzine ¢ u cilindri¢nim koordinatama.
(b) Razmotriti supstancijalnu konturu u ravni z = 0, koja je u poc¢etnom trenutku ¢ = 0 imala
oblik kruznice radijusa a = ag. Pokazati da ova kriva ostaje u ravni z = 0, a da joj se radijus sa
vremenom menja po zakonu a(t) = age .

(c) Eksplicitnim ra¢unom proveriti da je za supstancijalnu konturu definisanu u prethodnom delu
zadatka zadovoljena Kelvinova teorema.

4. (30 poena) U Stoksovom fluidu polje brzine u cilindri¢nim koordinatama (r, ¢, z) ima oblik:
r 2
2 t - 1 AT /4Z/t g .
v(r,t) 7r7"( e )€,

Pretpostavljajuc¢i da je temperatura funkcija samo rastojanja od ose vrtloga i vremena, tj. T =
T(r,t), da vazi Furijeov zakon provodenja toplote ¢ = —rgradT, kao i da je gustina unutrasnje
energije linearna funkcija temperature v = T, sastaviti diferencijalnu jednacinu koju zadovoljava
T(r,t). Koeficijenti I, k i ¢ su zadati, kao i gustina p i koeficijent viskoznosti v fluida.

1



Resenja

1. Gledano iz sistema vezanog za splav, brzina u nekoj tacki koja je jako daleko od splava, na
uocCenoj strujnoj liniji iznosi uy, dok je pritisak jednak atmosferskom pgs,,,. Ako se za visinu te tacke
uzme z = 0, onda Bernulijeva jednacina duz uocene strujne linije ima oblik

1
P+ 5PV + pgE = Paim + puT
Na delu strujne linije uz dno splava je z = —h, p = p2 i v = us, pa sledi
1
P2+ 5pu5 = pgh = Patm + 5 pu3 -

S druge strane, posto nema vertikalnog pomeranja splava, vazi relacija (pa — pam)S = mg, pa je
1
53p(ut — u3) + Spgh = myg

odakle je
2
mui—u? L u2

h= =
pS+ 2g pS

2. Kompleksni potencijal W (z) dobija se kao zbir kompleksnih potencijala zadata tri linijska izvora

m m 2m m . 22—a®> m, (2> —a?)z*"?
Wi(z) = %ln(z—a)—l—%ln(z—l—a)—%lnz:%m > :EIHW
m . (2* —y? —a®)(2® — y?) + 42?y? + 2izya®
= - (1)
27 (22 +12)2

Ako se izraz koji stoji pod logaritmom u poslednjem izrazu napise kao A + B, gde su

22 — 2 — a?)(2? — y?) + da?y? 5o 2aya’

At el
(22 + y?)? ’ (224 y?)?’

onda je '
In(A+iB) =InDet =InD +iF,

gde su D i F redom moduo i argument kompleksnog broja A + iB. Posto je W(z) = ® + i), sledi
da je strujna funkcija jednaka

2xya’
(2% —y? — a®)(2? — y?) + d?y?

Y= %F— ﬁarctgA garctg

odakle se jednacina strujne linije 1) = const svodi na jednacinu

2xya’ _
(2 —y? — a?)(2® — y?) + da?y?

gde je K konstanta. Nakon jednostavnog sredivanja ovog izraza dobija se jednacina

2

(@*+y*) =d’(2® —y* + =TY)



Sto se uz smenu A = 2/K svodi na trazenu jednacinu.

3. (a) Direktnim racunom iz definicije & = irott' se dobija

3
o= if(t)\/x% + 2365,

Takode se lako proverava da je divt' = 0, pa Helmholcova jednacina u ovom slu¢aju ima oblik

do | L
E—(W-V)U—O.

Zamenom dobijenog izraza za ¢ u ovu jednacinu dobija se

3 d . .
st +ae (4 - 5) - 300 + 26 =0,

odakle sledi jednacina
df
—L = 34f,
Cije reSenje je
f(t) = Ce,
gde je C neka konstanta.
Direktnom zamenom izraza x; = 7 cos ¢, xo = rsiny, x3 = z u izraz za brzinu dobija se

7 = (—Brcosp —r’sinpf)é, + (—Brsing + r?cos of )é + 232€,
= —[r(cos pe] + sin pés) + r2f(— sin pé] + cos péy) + 26z€, = —fre, + r2f€¢ +28z¢, .

(b) Posto je u cilindricnim koordinatama v = 7€, + r¢e, + 2€,, iz dobijenog izraza za brzinu slede
jednacine

dr
E - _ﬂra
rd—go = Cr¥e®t,
dt
dz
— = 20z.
dt bz
Iz poslednje jednacine sledi
dz = 24dt,
z

odakle je z =konst e?*, pa se za deli¢e konture koja se u po¢etnom trenutku ¢ = 0 u celini nalazi u
ravni z = 0 dobija da je i u svakom slede¢em trenutku z = 0. Iz prve od ove tri jednac¢ine na slican
nacin se dobija

r = const e 7 ,

odakle se za deli¢e uocene konture (za koje je u pocetnom trenutku r(t = 0) = ag) dobija

r(t) = age ™",

3



Sto zaista znac¢i da uocena supstancijalna kriva ostaje u ravni z = 0, zadrzavajuci oblik kruznice,
¢iji se poluprecnik menja sa vremenom po zakonu a(t) = age . Napomena: Iz druge jednacine,
zamenom dobijenog izraza za r(t) moze da se nade i zavisnost ¢(t), ali jasno je da promena ¢ sa
vremenom ne utice na prethodno dobijeni zakljucak, tj. deli¢i se pomeraju po konturi, ali tako da
to ne utice na izgled konture u celini.
(c) Posto je element zadate konture u proizvoljnom trenutku jednak dl' = age P'dpé,, za cirkulaciju
se dobija
o 21 2
I'= 7{ v-dl = /0 vyae Pdp = Cag/o dp = 27Caj = const,

sto Kelvinova teorema i tvrdi.
4. Kao sto je pokazano na predavanjima, iz jednacine unutrasnje energije u ovakvom slucaju sledi
jednacina

8T adT——ZS2+ AT

875 =1

Posto brzina ima samo ¢ komponentu, a temperatura po pretpostavci zavisi samo r i t iz ove
jednacine se dalje dobija

= st sy 212 (10D). 2)
gde je iskoris¢eno i S1; = —Ss9, Sto vazi zbog nestisljlvostl Stoksovog fluida. Ostaje jos da se nadu
elementi S7; i Sio, Sto se svodi na izracunavanje parcijalnih izvoda %, g% i 8—;?. Posto je

v = —271;70(1 — e MY sing = —u(r)sing, vy = 271;7”(1 —e MY cosp = v(r) cos @,
dobija se redom:
ovy Ovy Or  Ouy Oy . dv or %
o, T o, 8@8$1:_Sl Eaixl_vcosgpaixl’
vy Oovy Or  Oug 8@ dv Or
Oy o Oy 690 Oy B —smgpdra—@—vcosgpaxg
0vy Ovy Or  Ovs f)go dv or Op
Az, - or Oz, ago oxy - Coswdrﬁixl N vsm(paxl
Posto je
or or ) Oy sin Jdp  cosp
a—wl:cosgo, a—@zsmgp, 82:1: ma 6:1:2: pant
Sto se lako pokazuje, sledi:
Siio= —; (j: - :) sin 2¢
Sia = ; <j:—i> cos2yp.

Zamenom dobijenih relacija u jednacinu (2), konacno se dobija diferencijalna jednacina koju zado-

voljava temperatura:
oT ( 8T>
r—| .
or

E:

k10

pcr or




Prvi domadi zadatak iz Fizike kontinuuma - 4. mart 2010.

1. (30 poena) Polje brzine u Dekartovim koordinatama ima oblik

t
U=A—\/2? +a3¢,,
Z V6
gde je A zadata konstanta. (a) Nadi polje ubrzanja. (b) Odrediti strujnu liniju koja u trenutku
t = to prolazi kroz tacku ¢ije su koordinate (a,b,c). (c) Izracunati vektor vrtloznosti & i formirati
matricu koja odgovara tenzoru brzine deformacije. Uveriti se eksplicitnim ra¢unom da je divd = 0.
(d) Izraziti polje brzine u cilindriénim koordinatama.

2. (25 poena) Polje gustine u fluidu ima oblik p = A/zy, za x; > 0. Polozaj deli¢a koji se u
trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki sa koordinatama (X7, X5, X3) u bilo kom slede¢em trenutku dat je
izrazima: x1(t) = X1[1 4+ In(Bt + 1)], 22(t) = X, x3(t) = X3. (a) Nadi polje brzine. (b) Izracunati
brzinu promene gustine duz trajektorije deli¢a (supstancijalni izvod gustine). (c) Izrac¢unati protok
kroz proizvoljnu povrsinu S, koja lezi u ravni z; = L.

X,
3. (20 poena) Fluid struji brzinom ¢ = Ueéj, — :_
gde je U = const. Na slici je prikazana projek- - e
cija zamisljene povrsine na ravan Oxzyzo (ispreki- - //
dana linija). Duz x5 ose ”"dubina” ove zamisljene U :: | R m
povr§ine je jedinicna (H = 1). Izracunati za- _ .\ Y
preminski protok kroz takvu povrsinu, u funkciji N \
RiU. — T

4. (25 poena) Fluid struji u oblasti 0 < ¢ < 37/2, tako da mu je polje brzine u cilindriénim
koordinatama (r, ¢, z) zadato izrazima:

cos(2¢/3) B Asin(2g0/3)
rl/3 ) L rl/3 ’

Vyp = —A Uy = 07

gde je A pozitivna konstanta. (a) Naéi jedna¢inu strujnih linija polazeéi direktno od definicije
strujne linije. (b) Uveriti se da su zadovoljeni uslovi za postojanje strujne funkcije ¢ i naéi je. (c)
Nadi jedna¢inu strujnih linija pomoc¢u strujne funkcije, nadene u prethodnom delu zadatka. (d)
Skicirati nekoliko strujnih linija.

Resenja

1. (a) (8 poena)

gde je

Posto je




zamenom u izraz (1), dobija se da je polje ubrzanja:

L ot a3 — Aad /x|
a=A

€1.
£y

(b) (5 poena) Iz jednacine strujne linije d¥ = AU za zadato polje brzine direktno slede jednacine
dxy = 01 dxg = 0, odakle se dobijaju jednac¢ine ravni x5 = const = b i x3 = const = ¢, ¢iji presek
predstavlja trazenu strujnu liniju. Dakle, trazena strujna linija je prava paralelna osi x; koja sadrzi
tacku (a, b, c).

(c) (10 poena)

5 1 t_, At.ﬁlﬁg 53 = d - 8 Atl’g 1 0
W= -Trotv = —— — —F——— wvio=—|[—-— ——— | =
2 2 1 \/m 81‘3 2 T m

Posto brzina ima samo v; = v komponentu, koja zavisi samo od koordinata z; i x5 jasno je da

su slede¢i parcijalni izvodi potrebni za formiranje tenzora ¢iji su elementi 7;; = g;’? jednaki nuli:
J

81)1 81)2 802 81)2 81;3 81)3 avg

= = = = = prm— = 0
8I3 8]31 5’x2 81’3 axl 81’2 8m3 ’
pa je
Ov v
T_ 381 382 0 ov Atxzo
0 0 0 rs gy /2? 4 22
a tenzor brzine deformacije
v 1 ov
= 5= 0 —2x9/x1 1 0
1 o1 2 Oxo At$2 2 1
S=(T+7T" = %%’ 0 0 |=—F—— 1 0 0
2 02 0 0 2x1\/2? + 3 0 0 0

(d) (7 poena) Posto je 1 = rcosg, r = /23 + 23 1 €1 = cos pé, — sin pé, direktnom zamenom u
zadato polje brzine dobija se
U= At(e, —tgpe,).

2. (a) (10 poena)

- d$1 - XlB R 51 B.Tl
dt ' Bt+1 ' 1+In(Bt+1)Bt+1
(b) (10 poena)
dp _ Op 0 AB 1

+ v - gradp = vy P

dt ot dr,  x(Bt+1)1+In(Bt + 1)

(c) (5 poena) Posto je za definisanu povrsinu dS = daydas @ i 2y = L za protok se dobija

. AB 1
Q—//S,ov-dS—//Spvldedxg—Bt+11+ln<Bt+1>//de2dx3

2




ABS
(Bt+1)[1+1In(Bt+1)]

F://gﬁ-dg,

pri ¢emu je u ovom slucaju ds = —e,Rdzdyp, gde su (1, ¢, z) cilindri¢ne koordinate. Posto je onda

3. Zapreminski protok F' jednak je

7-dS = —URdzdyé, - € = —UR cos pdzdyp,

dalje sledi

1 3m/2 3m/2 ) 372
F= —UR/ dz/ cos pdp = —UR/ cospdp = —-UR sm<p\7r/2 =2UR.
0 T

/2 w/2

4. (a) (10 poena) Iz definicione relacije za strujne linije: ¥ = Ad7 u cilindri¢nim koordinatama u
ovom slucaju direktno slede jednacine dz = 0, tj. z = const (strujne linije leze u ravnima normalnim
na z-osu) i

rde dr rdy dr dr — cos(2¢/3)dp  3d[sin(2p/3)]

- _ = = =TT o a5 alo A
L T s wlem sin(2¢/3) 2 sin(2p/3)

v r1/3 r1/3

odakle je
3
d(Inr) = —§d{1n[sin(2g0/3)]} = r~2% = Ksin(2¢/3),
gde je K integraciona konstanta.

(b) (10 poena) Zamenom komponenata brzine u izraz za divergenciju vektora u cilindri¢nim ko-
ordinatama, lako se proverava da je zadovoljen uslov nestisljivosti: dive’ = 0. Kako brzina nema
z-komponentu, a v, i v, komponenta ne zavise od z-koordinate, jasno je da se radi o dvodimenzion-
alnom strujanju, pa je moguce uvesti strujnu funkciju 1. Iz relacije koja povezuje v, komponentu
brzine i funkciju v:

1oy

Vyp =

;ago

cos(2¢/3) 19y N oY
ri/3 Oy Do

3
Y = —AT2/3/ cos(2¢p/3)de + f(r) = —§Ar2/3 sin(2¢/3) + f(r).
Zamenom tako dobijenog izraza za 1 u relaciju koja povezuje v, i 1:

oY
U@ ::__E%:

sledi

—A = —Ar?2 cos(2p/3) =

dobija se uslov % = 0, odakle je f = const, tako da je konacni izraz za strujnu funkciju

e —2Ar2/3 sin(2¢/3) 4 const .

3



(c) (3 poena) Izjednacavanjem strujne funkcije sa konstantom, uz uslov z = const, dobija se
jednacina strujne linije: 7%?sin(2¢/3) = const, §to se, naravno, poklapa sa izrazom dobijenim
direktno resavanjem jednacina koje slede iz definicije strujne linije.

(d) (2 poena) Funkcija sin(2¢/3) u oblasti 0 < ¢ < 37/2 izgleda kao na sledecoj slici:

{3)

1.05
o8|
0.6}
04l

02l

T )
1 2 3 4

tj. ima maksimalnu vrednost za ¢ = 37/4. Odatle je jasno da ¢e kriva r = const/[sin(2p/3)]*/?

biti simetri¢na u odnosu na polupravu ¢ = 37/4 i da ¢e r imati minimalnu vrednost upravo za
¢ = 3r/4. Kada se ¢ priblizava vrednosti 0 (ili 37/2) koordinata r ¢e postajati beskonacno velika
i to Sto je ¢ manje to ¢e r biti vece, tako da strujna linija za nekoliko vrednosti konstante izgleda
kao na sledecoj slici:

10+

Primedba za one koji su pokusali da nacrtaju strujne linije uz pomo¢ racunara:
Prethodna slika dobijena je koriséenjem programskog paketa Mathematica, pomocu naredbe

PolarPlot[1/(Sin[2 t/3])"(3/2), {t, 0 + 0.1, 3 Pi/2 - 0.1}]

Od vas se ocekivalo da linije samo skicirate uz pomo¢ nekoliko karakteristicnih tacaka, uzimajuéi u
obzir ono §to je gore napisano o simetriji i toku funkcije.



Prvi kolokvijum iz Fizike kontinuuma - 25. mart 2010.
1. (20 poena) Kretanje u nekoj kontinualnoj sredini je u Lagranzevom opisu zadato jednacinama:
v =X, To=Xo+Xi(e—1), z3=Xsz+Xi(e?—1).
Nadi polja brzine i ubrzanja.
2. (80 poena) Polje brzine u cilindri¢nim koordinatama (r, ¢, z) ima oblik 7 = —r3¢,. Nadci:
(a) polje brzine u Dekartovim koordinatama;
(b) matricu koja odgovara tenzoru brzine deformacije;
(c) vektor vrtloznosti;
(d) strujnu funkeiju;
(e) trajektoriju deli¢a koji se u pocetnom trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki (X, Xs, X3);
(f) strujne linije;
(g) vrtlozne linije;

(h) fluks vektora vrtloznosti kroz povrsinu kruga jediniénog poluprec¢nika, koji lezi u ravni z = 0,
a centar mu je u koordinatnom pocetku.

RESENJA

1. U Lagranzevim promenljivim komponente brzine su jednake

L dl‘l . dX1

WS e "
dx d
i o= = e X - 1) = —2Xe
dx d
o = = X X - 1)) = —3Xie (1)

Polje brzine se iz prethodnih izraza dobija tako $to se Lagranzeve promenljive (X7, X5, X3) zamene
Ojlerovim, Sto se u ovom slucaju svodi samo na zamenu X; = z1, tako da je polje brzine

U= —25(716_%52 - 3%18_3t€3 .

Odatle se polje brzine nalazi po formuli za supstancijalni izvod brzine

ov ov ov ov  ov
— 4+ (T-V)i=— - — = = =Ad4re % 4+ 9re e, .
ot + (- V)u ot + 0xs + U38x3 ot Tie Tex+Ime e

a=

2. (a) Posto je €, = —sin pe + cos ey, 1 = rcos @, To =rsing i r = \/z} + 23 brzina je

3

U= —r°¢, = —1*(—sin pé; + cos p&y) = — (2] + 23)(—72€1 + 116) .

1



(b) Posto je

_ 2 3 _ .3 2 _
U] = Tox] + Ty, U= —T] — X175, v3=0,
parcijalni izvodi komponenata brzina po koordinatama su:

(%1 81)1 2 2 81}1

7:21‘1%2, 7:.1:1—1_3 2 7207

8x1 81’2 81’3
8112 2 2 81}2 8122
— = =3x] — x5, S =—2x179, ——— =0,
6.1'1 6@ 81’3

81)3 81)3 803

5’x1 81’2 3x3

pa je tenzor brzine deformacije u Dekartovim koordinatama reprezentovan matricom

1 1 2212 2+ 323 0 2r119  —3x% — 23 0
S = 5(’]' +T1) = B =322 — a3 —2mze 0 |+ | 23+323 —2mze O
0 0 0 0 0 0
255133’2 —Z’% + .CE% 0
= 2?4232 2115 O |,
0 0 0
Ov;

gde je iskoriscen tenzor ¢iji su elementi 7;; = F¥-.
J

(c) U Dekartovim koordinatama:

€1 € €3

VS Y Y S
- - 2 oz Oz oxs
(%] V2 0

1 1] 76r € 7€z 1] #6r € €z
J=-rotv==| & 2 o0 |=Z2| 0 98 9 |—_9p2g
2 r dp z 2 or 8(,04 0z
v TV, U, 0 -—r 0
(d) U Dekartovim koordinatama:

oY oY
V= ——, Upg=——r
8%2 ’ (3901

Iz prve od prethodne dve relacije sledi:

1
87:@ = xzx% + mg = (1, 12) = §I%$% + ng + F(z1),



pa se zamenom tako nadenog izraza za strujnu funkciju u drugu relaciju dobija

dy , , dF _dF

V)= —TT5 — —— = —T T T =TT —— = — =10 = F= 1m“f%—const,
d[El dl’l dxl 4
tako da je strujna funkcija jednaka
Logo 1, 14 Lo oy
(xy,x9) = 57172 + 1% + 7% + const = Z(xl + x5)° + const .
U cilindriénim koordinatama je
1oy
Ur = —F7 >
r g
odakle sledi da 1 ne zavisi od ¢ (posto je v, = 0), tj. 1 = ¥ (r). Posto je
v, = _ov v, = —1°
v or’ 7 ’

dalje se dobija
1
P = 17“4 + const

Sto se poklapa sa izrazom dobijenom u Dekartovim koordinatama, ako se uzme u obzir da je r? =
z] + 3.

(e), (f) Posto je polje brzine stacionarno, trajektorije deli¢a se poklapaju sa strujnim linijama, koje
se najlakse dobijaju iz jednacine ¢ = const. Poslednja jednacina, uz prethodno nadeni izraz za v,
daje uslov 7! = const, odnosno r = const. Uz uslov z = const (koji sledi iz v, = 0), to znaci da su
strujne linije kruznice koje leze u ravnima ortogonalnim na z-osu, a centar im je upravo na z-osi.

TraZena trajektorija je onda kruZnica odredena jednacinama r = / X? + X2, z = X;.

(g) Iz definicije vrtlozne linije & = A7 i nadenog izraza za & sledi
—2r%¢, = A(dré, + rdpé, + dzé,) = dr=0, dp =0 = r = const, ¢ = const.

Posto jednacina r = const predstavlja cilindri¢nu povrsinu, a ¢ = const jednac¢inu poluravni koja
sadrzi z-osu, presek ove dve povrsine je prava pralelna z-osi i ona upravo predstavlja vrtloznu liniju.

Slicno bi se u Dekartovim koordinatama dobili uslovi dxy = 0 i dxy = 0, tj. jednacine koordi-
natnih ravni xy; = const i o = const, ¢iji presek je ponovo prava paralelna xs-, tj. z-osi.

(h) Fluks vektora vrtloznosti jednak je

// 5-dS, 45 = dsé, = rdrdgé, ,
S

5 1 pr2m 1 r2m 1 2w
// w-dS = / / wrdrdy = —2/ / r3drdy = —2/ r?’dr/ dp =—m
S o Jo 0o Jo 0 0

Drugi nacin:

5451 voas= 14 goar=l 35 oy [T
//Sw-dS—Q//Srotv dS—Q?{:lv dl—Qﬁﬂ( r°e,) - (rdpey,) = 5 ) dp=—m

pa je



Drugi domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 1. april 2010.

1. (30 poena) Razmotriti solju u kojoj se nalazi kafa sa slagom. Solja ima priblizno konusni oblik
i u cilindriénim kooridinatama njena jednacina je r(z) = a + z, pri ¢emu je 0 < z < h (h je visina
solje). Gustine kafe i slaga su py 1 ps respektivno i vazi da je gustina Slaga manja od gustine kafe
(ps < pr). Na pocetku, kafu i slag mozemo da posmatramo kao dva odvojena fluida, sloj kafe je
dole z € (0, %h) a sloj slaga je iznad kafe z € (%h, h). Pritisak na vrhu gornje te¢nosti je jednak
atmosferskom p, a ubrzanje sile teze je g.

a) Naéi masu kafe i masu slaga koje se nalaze u solji.

b) Odrediti silu koja deluje na donju povrsinu Solje.

c) Pretpostaviti da su kafa i slag promesani i da sada ¢ine homogen fluid. Kolika je u tom slucaju sila
koja deluje na donju povrsinu Solje. Uporediti ovu silu sa silom koja je dobijena pod b). Objasniti
zasto postoji razlika.

2. (10 poena) Tenzor napona unutar sredine u kojoj nema zapreminskih sila zadat je matricom

T+ T Tio(x1,22) O
P=| To(r,r2) x1—212 0
0 0 i)

Znajuéi da su deli¢i fluida u ravnotezi, kao i da je napon koji deluje na ravan z; = 1 jednak

P = (14 z9)€1 + (5 — x9)éy odrediti Tia(xy, z2).

3. (25 poena) Stoksov fluid koeficijenta viskoznosti p i gustine p stacionarno proti¢e izmedu dva
beskonacna, koaksijalna cilindra. Unutrasnji cilindar poluprecnika a rotira konstantnom ugaonom
brzinom w a spoljasnji polupre¢nika b miruje. Osa cilindara se poklapa sa z-osom. Sistem se nalazi
u homogenom gravitacionom polju § = —ge,. Pretpostavljajuéi da je brzina deli¢a fluida oblika
U(r) = vy(r)e, + v.(r)e, odrediti profil brzine.

4. (35 poena) Dva Stoksova fluida nalaze se na strmoj ravni nagibnog ugla « u homogenom
gravitacionom polju g. Oba fluida imaju istu gustinu p, ali su koeficijenti viskoznosti razlic¢iti pu,
i po. Donji fluid ima visinu hy a gornji hs. Zanemarujuéi viskoznu silu vazduha iznad gornjeg
fluida, uzimajuéi da je pritisak na slobodnu povrs konstantan i da je polje brzine u fluidima oblika
U; = v;(y)€,, odrediti polje brzine oba fluida.

Resenje:

1. a) Na pocetku, kafa zauzima deo Solje koje se najlakse moze opisati u cilindri¢nim koordinatama
Vi={(r,p,2)[0 <r<a+2z0<¢<2m,0<z<009h}. Zbog toga je masa kafe u solji jednaka:

0.9h a+z 2T h
me = / odV = py / / dzrdrdg — DXk (100a® + 90ah + 274?)
0 0 0 1000

Slicno zaklju¢ujemo da slag zauzima deo prostora Vi = {(r,¢,2)[0 <7 <a+ 2,0 < ¢ < 27,0.9h <
z < h}, pa se dobija da je masa slaga u Solji:

h a+z 27 7Th,0
s — sd == s/ / dzrdrdp = ° 2 h 2 1h2 .
m / pdV =p. [ [ [ derdrdyp = I8 (3000 + 570ah + 2711?)



b) Sila na donju povrsinu $olje nastaje usled pritiska kojim fluid deluje na Solju F = [ pdSn. Ovde
je m = —e, ort normale na povrsinu tecnosti, p je pritisak te¢nosti na solju, a dS = rdrdy element
grani¢ne povrsi (u ovom slucaju r € (0,a)). Posto se teénost nalazi u homogenom gravitacionom
ps, Z€ (%h, h)
pxs 2 € (0,75h)
jos znamo da je na granici slag-vazduh pritisak jednak atmosferskom p(z = h) = po. Pritisak u slagu
nalazimo integrale¢i jednacinu j—’; = —psg iz Cega se dobija p = —psgz + ¢;. Konstantu ¢; dobijamo
iz, uslova p(z = h) = po, tako da je p = p, + psg(h — z). Na granici slag-kafa, pritisak je jednak
p(z = l%h) = Pg + %psgh. U kafi pritisak je p = —prgz + co. Konstanta ¢y se odreduje iz uslova
neprekidnosti pritiska na granici kafe sa slagom, tako da se dobija p = p, + % gh(ps + 9px) — prgz.
Sad vidimo da je pritisak tecnosti na Solju jednak p = p, + %gh(ps + 9px), pa je sila koja deluje na
donju povrsinu Solje jednaka

dp _

polju, imamo da je £ = —pg, pri cemu se gustina menja na sledeci nacin: p(z) =

- 1
F, = —ad®r ( o+ —gh(ps + 9pk)> €.

10
-« . . . . oo o . o o . . 3 2 2
c) Nakon mesanja, nastaje homogeni fluid, koji ispunjava ¢itavu solju, zapremine V' = WW.
: . . — mygtms  _ 27(100a?+90ah4-27h2) p+(300a +570ah+-271h%) ps o .
Gustina tog fluida je p, = =5 = T000(h2 1 3hat3a%) . Pritisak na donju

povrsinu Solje se odreduje na slican nacin kao u delu pod b) (samo sad imamo jedan fluid) i dobija
se p = p, + pmgh, pa je odgovarajuca sila na donju povrsinu Solje jednaka:

_ 9 27(100a® + 90ah + 27h%) py + (300a® + 570ah + 271h%)pq .
F.=—a*n [ p, + gh | €.
1000(h? 4 3ha + 3a?)

Razlika izmedu sile koja deluje pre mesanja i posle meSanja je u drugom sabirku u zagradi. Pret-
postavimo da je intenzitet sile koju pravi mesavina na Solju veca. To je ekvivalentno sa uslovom:

a2 a 2 (l2 a 2 s - . .
20020 htggg(%&;ﬁoﬁga?m At 271H o gh > %gh(ps+9pk), Sto je ekvivalentno sa 9((279a?+267ah+

80h%)px + 3(11a® + 21ah + 10h?)ps) > 0 a to je sigurno tacno. Dakle, F, > F;. Sila koja deluje u
slucaju mesavine je veca, jer je tada fluid gusc¢i na veéim visinama.

2. Ako se delié¢i fluida nalaze u ravnotezi unutar sredine u kojoj nema zapreminskih sila, tenzor
napona zadovoljava slede¢u jednacinu divP = 0. U nasem slucaju, ovaj uslov daje dve jednacine
0Ty 0Ty

1 =0
+ 8[)32 ’ 8%1

-2=0.

Resavanjem ovig parcijalnih diferencijalnih jednacina, dobija se nepoznata funkcija do na konstantu
Tio(x1, x9) = 221 — 29+ C. Konstantu C' odredujemo iz uslova da je vektor napona na ravan x; = 1
jednak P = (1 + x9)€1 + (b — x9)é. Naime, ort normale na ravan x; = 1 je 77 = €3, pa je napon
jednak P = Pé; = (1 + 25)é1 + (2 — 25 + C)é. Izjednacavajudi ovaj izraz sa datom vrednoséu za
]3, dobija se da je C' = 3, pa je trazena funkcija

le(iCl,l'Q) = 2£L'1 — X9 + 3.

3. Profil brzine se dobija resavanjem Navije-Stoksove (NS) jednacine



- 2
Za pretpostavljeni oblik brzine, leva strana jednacine je % = —%*"e?. Koriste¢i poznatu formulu

Av = grad divy — rot rotv i simetriju posmatranog sistema, dobija se:

V2 1 (0p op pld (1d(ru,) 1d [ dv
i — — = e — e — — - z —
p T 9% P <8T€T+826z> ) ldr (7‘ dr >€¢+rdr (T dr)ez] ’
Trazeni profil brzine se dobija mnozenjem ove jednacine s ortovima cilindricnog koordinatnog sis-
tema. Tako se mnozenjem s €, dobija
d ld(rv@) _0
dr\r dr ) 7

¢ijim resavanjem se dobija v, (1) = A7 + %. Nepoznate konstante A; i A, se dobijaju iz grani¢nih
uslova v, (1 = a) = wa i v,(r = b) = 0, tako da se konac¢no dobija da je

wa? b? — r?
el =S

Mnozeéi NS jednacinu s €, dobija se

B 10p pld [ dv,
0=y paz—i_prdr(rrdr)’

Sto je ekvivalentno sa

pld 7ndvz B +18p
prdr \ dr ) p Oz

Koristedi projekciju NS jednacine na €,., pokazuje se da je desna strana poslednje jednacine jednaka
. , . .. . . o . .. 2

konstanti C' = g + 18” Sad je moguce integraliti gornju jednacinu i dobija se v, (r) %TZ +

Bylnr + Bs. Konstante By i By se dobijaju iz grani¢nih uslova v,(r = a) = v,(r = b) = 0, tako da

je konacno:

r

Cp lna
v,(r) = I (7" —a®— (1 — a2)1nb> :

4. Navije-Stoksova (NS) jednacina glasi

dv

|
i =f- ;gradp—i— Eav.

Gustina u oba sloja je p, ali se koeficijenti viskoznosti razlikuju: u prvom sluju je p; a u drugom
lo. Za pretpostavljeni oblik brzine, leva strana NS jednacine je nula. Zapreminska sila jednaka je
gravitacionom ubrzanju f = ¢. Kada se NS jednacina prvog sloja projektuje na ose Dekartovog
koordinatnog sistema dobija se:

1 0p:

NS-& = 0=———"—gcosa=p = —pgycosa+ fi().
p Oy

1 d? d
Ns-gx:>O:——7f+g51n +&ﬂ:>izcl'
p dx p dy? dz



Sliéno se za drugi sloj dobija

10
NS-e, = 0= B gcosa = p; = —pgycosa + fo(x).
p Oy
- 1dfy . po d?vg dfy
e e + gsmma + P a1z Co
Pritisak na slobodnoj povrsi y = hy + hs je po:
dfy
po = —pg(hi + ha) cosa + fo(x) = fa(x) = po + pg(h1 + ha) cosa = P 0.
Pritisak je neprekidan i na granici y = hy
dfi
Po + pghs cosa = —pghy cosa + fi(x) = fi(z) = po + pg(hi + hy) cosa = T 0,

tako je da pritisak:
p(z) = po + pg(h1 + ha — y) cos a.

Projekcije NS jednacine na z-osu sad postaju:
d21)i
dy?’

= pgsina + p; (i=1,2),

¢ijim se integracijama dobija:

v (y) = —2/)513/2 sina + ¢y + ci2,

Py .
va(y) = —Tmyz SIN @ + C21Y + C22.

Konstante odredujemo na osnovu grani¢nih uslova, brzina na donjoj ploé¢i je nula v(y = 0) = 0;
neprekidnost brzine na granici izmedu slojeva vi(y = hy) = ve(y = hy); balans viskoznih sila na

granici y = hy se svodi na ,ulcilﬂ = ug% ; ne postojanje viskozne sile na slobodnoj povrsi
Y ly=hy Y ly=hy
y = hy + ho Sto daje ,ugchﬂ = 0. Ovi granic¢ni uslovi daju vrednosti konstanti
Y ly=hi+h2
Clo = 0, Co1 = @(hl + hg) sin a, C11 = @(hl + hg) sin a,
fh2 H1
, h3 11
Cop = pgsin <1 — (h1 + h2)h1> ( — ) ,
2 M2

pa je konacno polje brzine:

2
v1(y) = rg sin av <(h1 + ho)y — y) ,
M1 2

. 1 > 1 1) (K2
UQ(y) = pg sin & (,UQ ((hl + h?)y - 2) + (M - ,u1> (2 - (hl + hg)h1>> .



Druct KoLokVvIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA
13. MmAJ 2010.

Prostor izmedu dve ploce ispunjen je sa tri sloja Stoksovih tecnosti. Na donjoj ploci, koja miruje,
nalazi se fluid visine a, gustine p i koeficijenta viskoznosti 7. Iznad ovog sloja je fluid debljine 2a,
gustine 2p i koeficijenta viskoznosti 7. Na srednji sloj je stavljen poslednji sloj debljine a, gustine p
i koeficijenta viskoznosti 2n. Poslednji sloj je pokriven beskonacnom ploc¢om koja se kre¢e brzinom
v U SVOjOj ravni.

1. (70 poena) Naéi profil brzine unutar fluida ako je poznato da je gradijent pritiska nula i da se
zapreminske sile mogu zanemariti.

2. (15 poena) Odrediti kolikom silom po jedinici povrsine je potrebno vuéi gornju ploéu da bi se
ona kretala brzinom wv.

3. (15 poena) Izra¢unati moment sile kojom fluid deluje na zamisljeni krug polupre¢nika a ¢iji se
centar u pocetnom trenutku nalazi iznad koordinatnog pocetka, na gornjoj ploci.

Y

<y

a P21

2a 2p,n

Resenje

Neka je brzina u najnizem sloju ¢, u srednjem v7, a u gornjem sloju oznac¢imo je sa v3. Fluidi se
kreéu usled pomeranja gornje ploce (kao kod Kuetovog proticanja) pa mozemo da zakljué¢imo da u
svim fluidima brzina ima oblik 7; = v(y)é.

1. Za pretpostavljeni oblik brzine, Navije-Stoksova jednacina se u svim slojevima svodi na isti

oblik ‘f;g = (. Integracija ove jednacine daje kako izgledaju brzine u pojedinim slojevima:

vi1(y) = Aty + As,  wa(y) = Biy + Ba,  vs3(y) = Ciy + Cs.

Konstante Ay, Ay, By, By, C; i Cy odredujemo na osnovu grani¢nih uslova. Neprekodnost
brzine na granicama daje sledece granic¢ne uslove:

vily=0)=0, vi(y=a)=wv(y=a), uv(y=3a)=uv3(y=3a), wvi(y=4a)=n,
sto dalje:
Ag = O, Ala = Bla + Bg, SCLBl + Bz = 3&01 + 02, 4@01 + 02 = .

Dodatna dva grani¢na uslova dobijaju se iz ¢injenice da su vektori napona na granicama slojeva
suprotni vektori:

_:1 = — p)2ﬂ ﬁg = — P)34
€y ly=a —Cy y:a’ €y ly=3a ¢y ly=3a ’
Tenzor napona je P; = —p,Z + 2n;S, tako da u nasem sluc¢aju dobijamo:
—p1 nAr 0 —p2 nBi 0 —ps 2nCy 0
Pi=|nA —-pr 0 |, Po=|nBi —p» 0 |, Ps=|29Ci —ps 0 |,

0 0 —-m 0 0 —po 0 0  —p3



pa se trazeni grani¢ni uslovi lako nalaze:
nAv=nBy, nBp=2nCi.

Trazene konstante su:

2v v 3v
1 1 70/’ 2 2 07 Cl 70/’ C(2 7 )
pa je brzina jednaka:
7Y y €(0,a)
v(y) =93 7Y y € (a,3a)

Ly+3 ye (3a,4a)

. Da bi se gornja ploca kretala brzinom v potrebno je na nju delovati silom F' koja je po in-
tenzitetu jednaka viskoznoj sili (kojom fluid deluje na plocu). Zato je potrebno da odredimo
viskoznu silu koja deluje na jedinicu povrsine. Posto je vektor napona na gornju ploc¢u jednak

. —Ps3 27701 0 0 27%:
P :7335y = 2nCy —ps 0 1 = —P3 |,
0 0 —D3 0 0

dobijamo da je viskozna sila po jedinici povrsine jednaka

F 2nv
S Ta’

Ova sila ima isti pravac i smer kao i vektor brzine gornje ploce.

. Polozaj tacke na krugu moze da prikaze kao 7 = re, = cos e, + rsinge,. Posto je dF =

Pse,dS = 2%’6} — p3€, infinitezimalni moment sile je

B . €y €y €, 9
dL=7xdF =| rcosep rsing 0 dSz—(pgTCOSQO-I—#SiHSD)é)Z,
2nv — 0 a
7a D3

dok je ukupni moment sile jednak

- . a 27 27/]1} i
L= —ez/ / (psrcos p + —— sin p)rdrdp = 0.
o Jo Ta



Druct KoLokVvIJUM 1Z FIZIKE KONTINUUMA
DRUGI POKUSAJ
1. Jun 2010.

Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti 7 stacionarno protice izedu dve koncentricne cevi
poluprecnika a i 2a. Ose cevi sa horizontalom zaklapaju ugao «. Fluid protice paralelno osama
cevi (paralelan tok), a intenzitet brzine zavisi samo od udaljenosti od grani¢nih cilindara. Sistem se
nalazi u homogenom gravitacionom polju.

1. (25 poena) Pokazati da je projekcija gradijenta pritiska na osu cilindra konstantna.
2. (45 poena) Ako je ta projekcija poznata, naéi profil brzine.

3. (30 poena) Odrediti viskoznu silu kojom fluid deluje na jedinicu duzine spoljasnjeg cilindra.

Resenje

Koordinatni sistem postavimo tako da se z-osa poklapa sa osom cilindara, a y-osa je normalna na
ravan vertikale.

1. Polje brzine u ovom sistemu onda ima oblik ¥ = wv(z,y)e, = wv(r)e,, tako da je Stoksova
jednacina:

1
0=——gradp+ g+ N
p p

Posto je § = —gcosae, + gsinae,, dobijamo da su projekcije Stoksove jednacine na ose
Dekartovog koordinatnog sistema:

10 10

0=——-—gcosa, O:———p, 02———p+gsina+ﬁAv.
p Ox p Oy p 0z p

Ip

Projekcija pritiska na osu cilindra je 2% = gpsina + nAv. Potrebno je pokazati da je ova

veli¢ina konstantna. Koriste¢i prvu jednacinu, dobija se da je % = 0, dok se iz druge dobija
88281’ = 0, iz cega sledi da % ne zavisi od x i y. Iz trece jednacine se dobija da je Zp 0, tako
Yyoz z

822
da zakljucujemo da % ne zavisi ni od z koordinate, odnosno da je konstanta:

p _

0z = K

2. Koristeé¢i dobijeni rezultat, z-projekcija Stoksove jednacine moze se napisati Ay = £=pgsina

Desna strana jednacine je konstanta koju ¢emo oznaciti sa C' = W tako da je %% (r%) =
C. Integracija ove jednacine daje

C
v(r) = ZTQ + DyInr + Ds.



Konstante D; i Dy odredujemo na osnovu grani¢nih uslova v(r = a) =01 v(r = 2a) = 0:
C C
O:Za2+D11na+D2, O:Z4a2+Dlln2a+D2,

tako da su

3Ca? _Ca2 (1 B 31na>

pa je trazeno polje brzine

. Viskoznu silu dobijamo iz viskoznog tenzora napona: P’ = 2nS. Tenzor brzine deformacije se
nalazi iz polja brzine i jednak je

0 0 =G
=G LG 0
edejo G = % = & — 49 pa j
0 0 n cos oG
P = 0 0 nsin pG

ncos oG nsin G 0

COs
Ort normale na spoljasnji cilindar je77 = | sing |, iz Cega sledi da je vektor viskoznog napona
0
na spoljasnji cilindar

~ 3
P = Pii|,_,, = nG(r = 2a) cos® p&, + nG(r = 2a) sin® p&, = Can <1 ey 2) €z,
n
tako da je viskozna sila po jedinici duzine

5 2r pz+1 3
F' = / / P'2adedz = 41Ca*n (1 - —) e, .
0 z 8In2



Tre¢i domaci zadatak iz Fizike kontinuuma - 13. maj 2010.

1. (32 poena) Stacionarno strujanje idealnog nestisljivog fluida, gustine p, opisano je kompleksnim
potencijalom

2
W(z):Uz+U:,

gde je W(z) = ®+itp, z = 21 +1ix9, a U i a pozitivne konstante. (a) Odrediti potencijal ® i strujnu
funkciju ¢ u Dekartovim i polarnim koordinatama. (b) Uzimajuéi da zapreminske sile mogu da
se zanemare, kao i da je pritisak jednak py kada r — o0, izracunati silu koja deluje na cilindri¢nu
povrsinu 22 + 22 = a?, 0 < 23 < H.

2. (34 poena) Pod Tejlorovim vorteksom podrazumeva se strujanje Stoksovog fluida, koje je u
cilindri¢nim koordinatama zadato poljem brzine
r
U= Tt—Qe_TQ/(A‘”t)éip

gde je 7 konstanta, a v kinematicki koeficijent viskoznosti. (a) Uveriti se eksplicitnim racunom da
ovakvo polje brzine zadovoljava Stoksovu jednacinu u sluc¢aju kada zapreminske sile mogu da se
zanemare. (b) Skicirati profil brzine v(r,t) za nekoliko zgodno izabranih vremenskih trenutaka ¢.
(c) Ako je gustina fluida jednaka p, izra¢unati ukupni moment impulsa fluida koji se nalazi u oblasti
0 < z < 11 pokazati da on ne zavisi od vremena. (d) Izracunati vektor vrtloznosti & i eksplicitnim
racunom se uveriti da & zadovoljava uopstenu Helmholcovu jednac¢inu.

3. (34 poena) Fluid konstantne gustine p miruje. Temperatura 7" fluida u trenutku ¢ = 0 u sfernim
koordinatama (7,0, @) ima oblik

2
T(r,0,¢,t=0)="To+ 0O exp <_T?> ,
a

gde su Ty, © i a pozitivne konstante. Ako je gustina unutrasnje energije u fluida linearna funkcija
temperature T u = T, i ako vazi Furijeov zakon ¢ = —k gradT’, pokazati da u bilo kom trenutku
temperatura ima oblik

a2 3/2 r2
T(r 0,0,t) =Ty +60 | ——— -

pri ¢emu treba odrediti konstantu (3. Izracunati koli¢inu toplote koja u jedinici vremena prode kroz
sfernu povrsinu r = R, kao i ukupnu koli¢inu toplote koja prode kroz tu povrsinu od ¢ = 0 do
t = o0.

Resenja
1. Videti resenje drugog domaceg iz 2008.
2. (a) Posto polje brzine ima oblik ¢ = v(r, t)e,, lako se pokazuje da je

dv  Ov v?

= ;€ — — 6,
T

dat ot *
1



kao i da je

o, v? 1 0 [13

—€, — —€, = ——gradp + v—
o’ r pg b

or

Izjednacavanjem onoga Sto stoji uz isti ort sa leve i sa desne strane ove jednacine slede skalarne
jednacine:

A 57

r por’
v 010 N _109
ot or|ror rpOp’

_ 1op

0 = 0

Iz poslednje jednacine sledi da pritisak ne zavisi od z koordinate. Pretposlednja jednac¢ina moze da

se prepise kao
R TR L
pdp | Ot ar |rors " ’

.. - Op .. .
gde desna strana ne zavisi od ¢, pa ni 5, De zavisi od ¢ i

ov 0|10
t) = — — —v— |- F(r).
p(r,p,t) = —pr { 5 V3 [T ar(rv)] } p+ F(r)
Posto pritisak treba da bude periodi¢na funkcija po ¢, iz poslednjeg izraza zakljucujemo da je

ov 0 |10
E — 7/5 [T&‘(TU)‘| = O

Kako je za zadato v(r, t):

ot t* \ dv
J |10 Tr [ r?
- — = _9 —r?/(4vt)
or [T or (rv)] vt <4V ) ¢ ’
vidi se da je poslednja jednacina zaista identicki zadovoljena. Iz jednacine —% = —%% onda sledi

da je pritisak jednak

2
p:p/v—dr.
r

(b) Na sledecoj slici skiciran je profil brzine v(r,t) za tri trenutka: siva boja odgovara najmanjoj
vrednosti t, plava srednjoj, a ljubicasta najvecoj.
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(¢) Trazeni moment impulsa L po definiciji je jednak

-

L:/ demﬁzp/ 7x 7AV
m 14

gde se integracija vrsi po masi m fluida unutar uoc¢enog sloja, odnosno po zapremini V' tog sloja.
Posto je 7= re, + zé, dalje sledi

5 oo 2 1l
L= ,0/ / / rdrdpdzv(r, t)[re, — z(cos pe, + sinpey,)],
o Jo Jo

odakle je L, = L, = 0 (posto su odgovarajuci integrali proporcionalni sa fOQ’T cos pdy = 0, odnosno
JZ7sinpdyp = 0) i

oo 2w 1 0o oo
L,= P/ / / r*drdpdzv(r, t) = 27Tp/ r2o(r,t)dr = Qﬂp%/ B W) 4,
o Jo Jo 0 2 /o

Uvodenjem smene w = r2/(4vt), dalje se dobija
L,= 167rp7'1/2/ we “dw = 16m12p7 |
0
gde se poslednji integral lako izracunava parcijalnom integracijom.
(d) Vektor vrtloznosti jednak je

1 10 T 7’2 2
0 = 7V X U = —— HZ = — 1 e —— -r /(4Vt) ‘)Z .
YT YT orar (rv)e t? ( 4ut> ¢ c

Ako se zapreminske sile zanemare, uopstena Helmholcova jednac¢ina dobija oblik

Iy
d—‘;’—(ﬁ.vw:um.

Posto & ima samo z komponentu, a ¥ ne zavisi od z sledi da je (J - V)7 = 0, a takode je i

Oow

_z. <+27-Vw> g =M

ot

dd  _ dw

- Far =vor or

1
= &, AG=-Vx(Vxd) = a(a‘”>@,



. _ _re _72/(41/1:) . . . . . « . . 87(*) . lg aiw .
gde je w (1 4yt) e . Dalje se eksplicitnim izracunavanjem izraza 37 i <5 (rge) i

njihovom zamenom u uopstenu Helmholcovu jednacinu direktno pokazuje da je ona identicki zado-
voljena.

3. Na predavanjima je pokazano da u slucaju fluida konstante gustine koji miruje, ako vazi Furijeov
zakon provodenja toplote i u = ¢T', temperatura zadovoljava jednac¢inu

oT K
E —_— EAT7

pa u ovom zadatku treba pokazati da dato T'(r,t) zadovoljava ovu jednacinu. Posto je

or _ 209 N S N
ot~ a2+api\az+4a6t) TP\ 2 tapt a2 + 45t

AT — ig , 0T 20 a? 3/2 B r? 3 _ 22
“rzar\" or a4+ 46t \a? + 453t P T ey 43t a2+ 446t )"’

vidi se da za svako r it vazi

orT
— = BAT
at /6 ?
odakle direktno sledi da je 5 = k/(pc).
Posto je u uslovima ovog zadatka
orT
T=—=¢,
\Y 5 ¢

8£ _o a’ 3/2 B r? B 2r
or a? + 40t P\ T2 T 43t a? + 46t )’

sledi da je koli¢ina toplote koja u jedinici vremena prode kroz povrsinu r = R (Ciji je element
povrsine dS = R?sin #dfdype,) jednaka

dQ - _}[ dS =k j{ vT - dS—FLR2/ sdeG/ dgoaT

dt
STtkOR3a? o _ R?
(a? + 45t)5/2 ATt 45t

or

= 4Tk R? —
or

r=R

r=R

Ukupna koli¢ina toplote koja prode kroz ovu povrsinu je

8TkOR3a? R? R?/a?
B 9 3 / 1/2 —w
Q= / a2—|—4ﬁt)5/2 p( a2+4ﬁt> 7Oa’pc ; w'?e™™ dw ,

gde je iskoriséena smena w = R?*/(a? + 43t). Dobijeni integral ne moZe da se izrazi preko elemen-
tarnih funkcija.



Pismeni ispit iz Fizike kontinuuma (Il kolokvijum)
21. jun 2010.

Bezvrtlozno strujanje Stoksovog fluida zadato je poljem brzine, ¢ije kom-
ponente u Dekartovim koordinatama imaju oblik
To T

P S R S S
x? + 22 x? + 23

gde je A zadata konstanta.

1. (50 poena) Naéi kompleksni potencijal W (z) = ® + i1) koji odgovara
ovakvom strujanju (v = grad® = rot(¢€3), z = x1 + ixs).

2. (50 poena) Nadi parcijalnu diferencijalnu jednacinu koju zadovoljava
temperatura T', pretpostavljajuéi da je T = T(zq,x2). Uzeti da je
kaloricka jednacina stanja oblika u = ¢T', kao i da vazi Furijeov zakon:
¢ = —rgradT’, gde su c i k zadate konstante. Gustina fluida je p, a
koeficijent viskoznosti 7. Dobijenu jednacinu NE resavati!

Resenje:
1. Odredivanje ®:

Ulzaiq)i (I):—AIQ/(%ﬂ-F(I‘Q)

0z, 23 + 23

=4 / 14 ( xgl;l/;;; + F(x9) = —Aarctg(z1/x2) + F(x2) =

T 8(13 8
= U9 PO el el (—Aarctg(xy/x2) + F(x2))

2?2+ 23 dry

F(x9) = const = & = —Aarctg(z1/xa) + const
Odredivanje :

L A BN v=-af

Oy 23 + 23

i) diL'Q
[El + 932

5 + (1)

0, dF

=



A
—5 / x1+x2 + F(z1) = —Eln(xf—i—x%)jLF(xl)

SL‘l + .TQ
1 o 0 ( A 9 9 ) 1 dF
Y L Flz)) = A2 &%
2 r3 + a3 oy Oy 2 n(ry £ wy) + Fw) 3+ 23 dr

A
F(z) = const = ¢ = Y In(x? + x3) + const

Odredivanje kompleksnog potencijala:

A
W(z) = d+irp = —Aarctg(xl/:vg)—i§ In(2?+23) = —A |arctg(zy /29) +iln (/23 + x%]

= —Aarctg(ctgy) +ilnr] = —A[arctg(tg(r/2 — ¢)) +ilnr] = —A(—p+ilnr)+const
= —Ai(ip+Inr)+const = —iA(Ine?+Inr)+const = —iAIn(re’?)+const = —iAIn z+const

2. Pod pretpostavkama iz formulacije zadatka iz jednacine unutrasnje en-
ergije sledi jednacina

dT <
Py = 29TrS? + kAT .

Iz polja brzine se nalazi da je

A 2r1w9 x5 — 23 0
S=———— | 22—22 —2x20 0 |,

odakle je TrS? = 242/ (23 + 22)2. Posto je T = T(zy, x5) takode je i

aT or or  or BT O°T
ez T = ar=22 9%
ar g T Usadl =g g 02 T o2

pa konacno trazena jednacina ima oblik

Acp or aT 4n A* o’T  0*T
2 2 | T2 +I =723 212 2tz
:131 + 3:2 (371 + 332) axl 3.%2

8;1:1 8:162




PISMENI ISPIT 1Z FIZIKE KONTINUUMA - 3. JUN 2009.
1. (33 poena) Polje brzine u Dekartovim koordinatama ima oblik
v = a(riry +a3), vy = —a(xd +x123), v3=0,

gde je a zadata konstanta. Nadi: (a) trajektoriju delica koji se u po¢etnom trenutku nalazio u tacki
(A, B,C); (b) supstancijalni izvod funkcije \(zy, 29, x3,t) = K(cos3t)/\/2? + z3; (c) relativnu

promenu duzine u jedinici vremena male supstancijalne duzi, ¢iji se jedan kraj nalazi u tacki (1, 2, 3),
a pravac joj je odreden ortom 7 = (€) — 2¢; + 2¢3)/3; (d) vektor vrtloznosti i jedna¢inu vrtlozne

linije koja prolazi kroz tacku (0,0, 0).

2. (33 poena) Niz strmu ravan nagibnog ugla «, u homogenom gravitacionom polju g, stacionarno
teku dva sloja Stoksovih fluida, iste gustine p, ali razli¢itih koeficijenata viskoznosti 7y 1 ny (videti
sliku). Fluidi se ne mesaju u toku strujanja, niti se menjaju njihove debljine slojeva, koje su redom
jednake hq i hy. Zanemarujuéi viskoznu silu vazduha iznad gornjeg fluida, uzimajuci da je pritisak
na slobodnu povrs konstantan, kao i da je polje brzine u fluidima oblika o; = v;(y)é, (i = 1,2),
odrediti v;(y) i naéi silu viskoznosti koja deluje na jedinicu povrsine strme ravni.

3. (34 poena) Naéi jednacinu koju zadovoljava temperatura 7' u slucaju Poazejevog proticanja
Stoksovog fluida (gustine p i koeficijenta viskoznosti ) kroz cev poluprecnika R, pod delovanjem
konstantnog gradijenta gradp = K€, u pravcu ose cevi. Pretpostaviti da kaloricka jednacina stanja
ima oblik v = ¢T, gde je ¢ konstanta, da vazi Furijeov zakon ¢ = —kgradT, kao i da je T = T(r).
Ako je temperatura fluida neposredno uz cev jednaka Tp, resavanjem nadene jednacine nacéi T'(r) i
izracunati koli¢inu toplote koja u jedinici vremena prode kroz jedinicnu duzinu cevi.

RESENJE
3. Kao sto je pokazano na predavanjima, reSavanjem Stoksove jednacine se u slucaju Poazejevog
strujanja dobija da je polje brzine

K

5=~ I~ @+ o,
odakle je tenzor brzine deformacije
0 0 i
K
S=— 0 0 i)
4n

1 T 0



Posto gustina unutrasnje energije u u slucaju Stoksovog fluida zadovoljava diferencijalnu jednacinu

du
— =2TrS? — divq

uzimajuéi u obzir sve ostale pretpostavke date u formulaciji zadatka, sledi da temperatura zadovol-

java jednacinu

KZ

AT = ——72.
dnk

Resavanjem ove jednacine dobija se:

2

K
T(r)= _64n/£r4 +Cilnr + Csy,

gde su (] i Oy integracione konstante. Konstanta C; = 0, sto sledi iz uslova da temperatura treba
da bude konacna na osi cevi, dok se konstanta Cy odreduje iz uslova T'(R) = Ty, tako da se konacno
za temperaturu dobija izraz

K2
640k

Kolic¢ina toplote koja u jedinici vremena prode kroz jedini¢nu duzinu cevi jednaka je

~ 1 2m dT K?R*
//@-dS:—H/ dz/ apop L] TR
0 0 dr| _p 8n

T(r)="Ty,+ (R* —r%).




PISMENI ISPIT 1Z FIZIKE KONTINUUMA - 30. JUN 2008.

1. (33 poena) Polje brzine u nekom fluidu ima oblik

a ) = 2 (1-eF) 2,
r
gde su r, ¢ i z cilindriéne koordinate, a A i B zadate konstante. (a) Ispitati da li
je fluid nestisljiv. (b) Izracunati vektor vrtloznosti &(7,t). (c) Naéi polje ubrzanja
a(r,t). (d) Izracunati cirkulaciju brzine I u po¢etnom trenutku ¢ = 0 po proizvoljnoj
konaé¢noj zatvorenoj liniji koja obuhvata z osu (jedanput).

2. (33 poena) Potencijalnom strujanju idealnog nestisljivog fluida odgovara komplek-
sni potencijal

o\ 4/3
W(z) = ®(z,y) + itp(z,y) =U (24/3 + <Z> ) ,

gde su U i a realne i pozitivne konstante (z = x + iy, U = grad® = rot(¢€,)). Nadi
brzinu i pritisak u proizvoljnoj tacki fluida. Uzeti da je pritisak u tacki (x = a, y = 0)
jednak pg, a zapreminske sile zanemariti.

3. (34 poena) Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti 7, u homogenom
gravitacionom polju stacionarno protice kroz prostor izmedu dve beskonac¢no velike
ravne paralelne ploce, koje sa horizontalnom ravni zaklapaju ugao 6. Plo¢e miruju,
a rastojanje izmedu njih je d. (a) Uzimajuéi da brzina deli¢a zavisi samo od njegove
udaljenosti od ploca, kao i da je pritisak neposredno uz donju plocu konstantan i
jednak pg, nac¢i profil brzine u fluidu, kao i silu kojom fluid deluje na jedini¢nu povrsinu
donje ploce. (b) Ako je gustina unutrasnje energije u fluida oblika v = ¢T', gde je ¢
zadata konstanta, a za vektor gustine fluksa toplote vazi Furijeov zakon § = —k gradT,
odrediti polje temperature 7' u fluidu. Pretpostaviti da temperatura zavisi samo od
udaljenosti od ploca, pri ¢emu je uz donju ploc¢u jednaka Ti, a uz gornju Ts.

T, &

P T, \

™~

Formule koje mogu biti od koristi

1 1 1
(0-V)¥7 = grad (1)2) —uXxrotd, AU = graddivi—rotrott, divi = 78(7"117,)_'_778%_’_8113
2 r Or rdp 0z
ol e af 10f . 0f of\ 1 &f of
rotv " 95 92 , gra f er+— 8(,0 <p+ 826 5 f r 87" ( 87“>+7“2 8@2+822

U TU, U,



RESENJA
3. (a) Uvodeéi koordinatni sistem kao $to je naznaceno na sledecoj slici:

“ |

X,

\xl

po pretpostavci zadatka brzinu treba traziti u obliku ¢ = v(zy)é}, pa se nakon pro-
jektovanja Stoksove jednacine na koordinatne ose, dobijaju jednacine:

: Lop n
0 = gsinf ————+ —-Av 1
g por1  p @
1 Op
- = - 2
0 gcosd Y (2)
1 op

Iz tre¢e od ovih jednacina se zakljucuje da pritisak ne zavisi od x3 koordinate, a iz
druge onda sledi da pritisak ima oblik

p(x1,x2) = F(x1) — pgcos by,

gde je F(x1) funkcija koju treba odrediti. Posto je, prema uslovu zadatka, pritisak
uz donju plocu konstantan i jednak pg, sledi da je p(x1,29 = 0) = pg, odnosno
F(x1) = po, pa je konaéni izraz za pritisak

p(x1, 29, 23) = po — pg cos Oy . (4)
Onda iz jednacine (1) sledi

d2
d%g::——ifshle = 1($2)::“gg5h19x3+_cnx2*_cé’

gde se integracione konstante C; i Cy dobijaju iz grani¢nih uslova v(0) = v(d) = 0,
tako da je konac¢ni izraz za brzinu

v(xg) = gg sin Oxo(d — x5) . (5)

Ukupna sila kojom fluid deluje na jedini¢nu povrsinu donje ploce jednaka je

B, =P

é:
29=0 2

gde je tenzor napona P dat izrazom

75:—pf+2776~‘.



Na osnovu dobijenog izraza za brzinu, lako se nalazi da tenzoru brzine deformacije S

odgovara matrica

S = Z'Z sin0(d — 2x5)

o = O

1
0
0

o O O

pa je trazena sila po jedinici povrsine jednaka

—

1
Pz, = —poés + §pgd sin fe; .

(b) Jednacina unutrasnje energije

d .
pdit‘ = Tr(SP) — divq,
se u ovom slucaju svodi na
2 2 2
P9 . o AT
0: WSIH Q(d—Z.TQ) +/id7$%,
odakle sledi
dT C 4 0*g*
dxzzKl—H<d2$2—2dZ‘§+3$§>, C:WSHQQ,
odnosno c »
2 1

Integracione konstante dobijaju se iz grani¢nih uslova T'(ze = 0) = T1 1 T'(z3 = d)

T

-1 n Cd?

Ky,=Ty, K= g 6




PISMENI ISPIT 1Z FIZIKE KONTINUUMA - 25. JUN 2007.

1. Dekartove komponente polja brzine u fluidu date su izrazima: v, = A[—sin(x;/a) + cos(x;/a)],
vg = Al(x2/a) + (x3/a)]sin(xy/a), v3 = Al(x2/a) + (z3/a)] cos(x/a), gde su A i a konstante.

(

a)
(b) (9 poena) Pokazati da se strujne i vrtlozne linije poklapaju.
c)

(¢) (9 poena) Izracunati cirkulaciju brzine po kvadratu koji lezi u ravni x5 = 0, a ograni¢ena
je linijama z; = +a, r3 = *a.

(15 poena) Naéi polje ubrzanja.

2. Potencijalnom strujanju idealnog nestisljivog fluida odgovara kompleksni potencijal

o 4/3
W(z)=®(z,y) + itp(z,y) =U (24/3 + <Z> ) ,

gde su U i a realne i pozitivne konstante (z = = + iy, ¥ = grad® = rot(¢e,)).

(a) (15 poena) Naci brzinu fluida u tacki (x = a, y = 0).

(b) (18 poena) Ako je gustina fluida p, a pritisak u tacki (x = a, y = 0) jednak pg, nadi
pritisak u proizvoljnoj tacki fluida. Zapreminske sile zanemariti.

3. Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti 7 stacionarno protice kroz prostor izmedu dva
beskonacna koaksijalna cilindra, poluprecnika a i b (a < b). Fluid se kreée samo usled toga sto se
unutrasnji cilindar krec¢e u pravcu zajednicke ose cilindra brzinom v,, dok spoljasnji cilindar miruje.
Zapreminske sile mogu da se zanemare. Deli¢i fluida kreé¢u se u pravcu ose cilindara, pri cemu
intenzitet brzine zavisi samo od rastojanja od ose.

(a) (17 poena) Nadi profil brzine.

(b) (17 poena) Naéi temperaturu unutar fluida, ako je poznato da se spoljasnji cilindar
odrzava na temperaturi 7j, a unutrasnji na temperaturi 7,, pri ¢emu vazi Furijeov zakon
¢ = —rkgrad T, gustina unutrasnje energije u je linearna funkcija temperature, tj. u = cT', a
temperatura zavisi samo od rastojanja od ose cilindara.

RESENJA

3. (a) Ako za z-osu uzmemo osu cilindara, i u odnosu na nju uvedemo cilindri¢ne koordinate, onda
je U = v(r)e,, a Stoksova jednacina se pod uslovima zadatka svodi na jednac¢inu Av(r) = 0, odnosno

}2 (7‘8/0> :0 = U(T)ICllnT+CQ.

Konstante se odreduju iz grani¢nih uslova v(a) = v,, v(b) = 0, tako da se kona¢no dobija

Uq
né
a

U= (Inb—1Inr)e, . (1)



(b) Tenzor brzine deformacije za nadeno polje brzine ima oblik

0 0 cosep
= —— 0 0 sing |,
cosp sing 0

pa iz jednacine unutrasnje energije sledi jedncina

—Z($j2:AT&%

odnosno
nv? dr ( dT)
= p—=d|r—],
kKlnz T dr
odakle je
2
nv; dT
_/ilng Inr+ Ky = 7"5.

Konaé¢no se iz poslednje jednacine dobija

ULer
Tt Inrd(lnr) + Kyd(Inr) = dT,

odnosno )
_ MY
2k1n 2
a

In?r+ Kilnr + Ks.

Iz grani¢nih uslova T'(a) = T, 1 T(b) = T}, nalaze se konstante:

X« Ty — T, + " In(ba) _ T,Inb—Tylna—22Inblna
b In ba ’ 2T '

In ba



